


一、埃瓦里斯特·伽罗瓦的生平

公元 1832 年 5 月 30 日，一个星期五的早晨，在法国冈提勒的葛拉塞尔
湖附近，有个农民看见一个陌生人昏迷不省地躺在地上。后来发现他是在用
短枪决斗后受了重伤被遗弃在这里的。人们把这个不知名的受伤者送到医
院，但由于他受的是致命伤——一颗子弹击中了其腹部，第二天早上 10 点钟
他就死了。

后来，人们得知死者就是埃瓦里斯特·伽罗瓦——法兰西科学之光。他
是全世界学者公认的、卓越的数学家。他的死使数学的发展推迟了好几十年。

（一）1811—1830 年

距巴黎 18 公里，有一座十分宁静的小城——布尔—拉—林。大街两旁至
今仍峙立着几幢完好地幸存下来的、门上有宽檐的 19 世纪初叶的尖顶房屋；
城里依然是那几条用玫瑰色岩石砌成的马路。在大街第 54 号房的正面有一块
纪念碑，写着“法国著名数学家埃瓦里斯特·伽罗瓦，生于此。卒年 20 岁，
1811—1832 年”。就在这所房子里，1811 年 10 月 26 日，新生儿响亮的哭声
充斥了整座房屋，埃瓦里斯特·伽罗瓦来到了这个世界上。

18 世纪末至 19 世纪初叶的法国，处于资产阶级大革命和拿破仑战争时
期。在资产阶级革命的狂潮中，腐朽的波旁王朝被推翻了，资产阶级掌握了
国家政权，建立了法兰西共和国。法国的革命引起了英国、俄国、西班牙、
土耳其等国的不满、怨恨，它们联合起来进攻法国，欲消除法国革命在欧洲
的影响，恢复波旁王朝在法国的统治。与此同时，法国国内的王党分子积极
进行复辟活动，国内局势也很紧张。为此，法国大资产阶级迫切希望一个新
的强有力的政权来保证资本主义的正常发展，在国内防止波旁王朝的复辟，
并有效地击败外国干涉军和向海外扩展势力。于是，在 1799 年 11 月，通过
政变，拿破仑·波拿巴，这位军事天才做了被战争弄得精疲力竭的法兰西共
和国所需要的军事独裁者。此后，拿破仑建立了法兰西第一帝国，并进行了
征服欧洲，确立霸权的战争。但是，拿破仑的对内专制独裁，对外侵略扩张，
造成了推翻第一帝国的巨大力量。1814 年，在英国、俄国、奥地利、普鲁士
等国的强大军事攻势下，法兰西第一帝国被冲垮了。波旁王朝复辟了。

小伽罗瓦的出生给他的父母带来了无比的喜悦，夫妇俩决心把儿子培养
成为优秀人材。

小伽罗瓦的父亲尼古拉—加布里埃尔·伽罗瓦是布尔—拉—林城少年学
校的校长。1789 年，法国资产阶级革命后，学校改为巴黎学区的一所中学，
老伽罗瓦仍旧担任校长。老伽罗瓦为人正直，乐于助人，市民们十分尊敬他。
1815 年，他当选为市长。

老伽罗瓦属于自由党人，他反对恢复旧的君主专制制度，因为在旧制度
下，政权属于君主一人，而君主则被认为是上帝在人间的全权代理人。当时，
拿破仑主义者都被看作是自由党人，因为他们是争取君主立宪的第一批斗
士。他们支持从法国大革命时期以来，掌握着实际权力的大资产阶级。在波
旁王朝复辟时期，从拥护立宪的自由党人联盟中分裂出一个小派别，它就是
由优秀分子组成的共和党。共和党较自由党更为激进，主张建立共和制的资



产阶级共和国。
父亲正直的品质和对政治的热情深深影响着小伽罗瓦。小伽罗瓦从小就

爱憎分明，长大后，他加入了共和党，在政治斗争中，表现得十分坚强勇敢。
伽罗瓦的母亲玛利亚—阿代累达出身名门，其父是该城有名的法官。玛

利亚聪明而有教养，她积极参与对儿子的教育活动，是伽罗瓦的第一位老师。
作为古代文化的热烈爱好者，她把从拉丁文和希腊文学中吸取来的英勇典范
介绍给儿子，这对于培养枷罗瓦正义、勇敢的品质起了十分重要的作用。

1823 年 10 月，伽罗瓦年满 12 岁时，离开了双亲，考入路易—勒—格兰
皇家中学。在这里，他和新同学在学校中上了生活的第一课。

伽罗瓦求知欲很强，常常独自一人若有所思地注视着教室的某个角落，
然后拿起笔在纸上写呀，算呀，直到得出一个令他满意的结果。在课堂上，
伽罗瓦常爱提一些稀奇的问题，有时还和老师争辩几句。为此，老师们认为
他有“杰出的才干”，而且“举止不凡”，“为人乖僻、古怪、过分多嘴”。

伽罗瓦在路易—勒—格兰皇家中学领奖学金，完全靠公费生活。在第四、
第三和第二年级时，（法国中学的年级编号与我国学校惯用的年级编号相反，
即一年级是最高年级，而不是最低年级。）他是优等生，曾在应征国家奖学
金的希腊语作文总比赛中获得好评。但是，教师们反对他升级，他们认为，
伽罗瓦的体格不够强壮，他的判断力还有待“成熟”。尽管如此，伽罗瓦以
在升级考试中的优异成绩升入修辞班学习。但是，第二学期一开始，他不得
不回到二年级，因为当时发生了一件值得纪念的事情：埃瓦里斯特·伽罗瓦
在数学方面有了新发现。

在升入修辞班之前，每个学生要修完中等学校必修的人文科学课程。但
是，对于那些爱好精密科学的学生，学校允许他们从二年级开始去听初级数
学的补充课程。着迷于数学的伽罗瓦重修二年级，会比别人具有更多的机会
学习数学。他毫无阻碍地被批准去上数学课。

数学课开拓了伽罗瓦的思路，发展了他身上的科学家所需要的借以推测
科学的素质。伽罗瓦懂得，在数学上掌握明确而富于表达力的语言是证明自
己思维深刻的关键。他反对那些不讲推理方法而专讲引入迷途的技巧问题的
学校教科书，所以他不读这些教科书，而在几天之内一口气读完了法国著名
数学家 A．M．勒让德尔的经典著作《几何原理》。这本书严格地、有根据地
阐述了当时已经被人遗忘的欧几里德的 8卷书，推崇欧几里德的推论方法。
作者主要在叙述方法方面对欧几里德的不朽著作作了许多修改，使这本书成
为几何学方面的一部崭新著作。伽罗瓦所领悟的勒让德尔的语言，本身包含
着数学思维的方法在内。

如果说勒让德尔的几何学对于伽罗瓦来说，是一种新语言的语法教科
书，那么现代解析力学的创始人拉克朗日的著作——《论数值方程解法》、
《解析函数论》、《函数演算讲义》则起着语法的严格练习的作用。因为拉
克朗日所陈述的问题，为伽罗瓦应用“群”的概念提供了依据。

当第二年伽罗瓦回到修辞班后，他对其他科目的兴趣也很浓厚，这使他
得到了全面发展。但伽罗瓦认为学校里讲授这些科目正如教科书里所讲述的
一样潦草马虎，他对教师们所采用的照本宣科的教学法很不满。在课堂上，
他常常提出一些超出授课内容范围的问题或提出一两处独到的见解。因此，
教师们在谈论伽罗瓦时说：“他被数学的鬼魅迷住了心窍”，“平静会使他
激怒”。



这时候，16 岁的伽罗瓦已经熟悉了当时的数学家欧拉、高斯和雅科比的
著作、他自信自己能够做到的，不会比他们少。为了开拓通向科学大门的道
路，伽罗瓦加倍努力，勤奋学习。他独立、认真地准备参加取得升入综合技
术学校资格的竞赛考试，但他没有考取。不过，尽管考试失败，1828 年 10
月，他以优异的成绩从初级数学班跳到了里查的数学专业班。

里查是伽罗瓦成长过程中的良师。当时，33 岁的里查从 1821 年起就已
经是数学教授了，在同行中，可谓是年轻有为。里查很有才干，他培养出了
一批为科学作出巨大贡献的杰出人才，如伽罗瓦、预测海王星存在的天文学
家乌尔本·列·维利叶和数学家查里士·厄米特等人。

里查的课讲得风趣优雅，深受学生们的欢迎。他对科学工作具有独特的
风格，勇于把自己的观点付诸实践。在他看来，最大的快乐和欣慰就是发掘
英才。所以，当伽罗瓦提出与众不同的算题解法后，他总是欢喜万分地与伽
罗瓦一起进行演算、论证。他常常心满意足地听着这个在他认为是自己学生
中最有天赋的孩子在同学们面前讲话。里查表扬伽罗瓦大大超过了其他同
学，说伽罗瓦适宜在数学的尖端领域中工作。里查还帮助枷罗瓦发表他的第
一部著作，鼓励他锲而不舍地进行钻研。

1829 年，18 岁的伽罗瓦中学毕业后、再次参加综合技术学校的入学考
试。然而，这次又失败了。失败的原因是主考人不能理解伽罗瓦的见解，却
在伽罗瓦阐述自己的观点时嘲笑他。为此，伽罗瓦对主考人的无知表示不屑，
拒绝回答主考人提出的过于简单的问题。老师和同学们为伽罗瓦未能进入综
合技术学校深造感到遗憾，因为综合技术学校的学生都有从事科学工作的可
能，倘若伽罗瓦考进这所学校，就会获得非常优越的条件，在两年期间使工
作得到进展。

但是，最令伽罗瓦痛心的是父亲在同年 7月初的自杀事。事情的起因是
当地天主教教区的牧师荒唐地认为旧制度和宗教上偏执的时代又回来了，并
极力宣传。这引起了反对旧制度的老伽罗瓦的反对。于是，老伽罗瓦成了这
个牧师的攻击目标，他不遗余力地迫害老伽罗瓦，不断地把匿名讽刺信寄给
他，而干这勾当的就是牧师本人。信中充满不堪入目的诽谤、嘲笑，尤其令
老伽罗瓦难以忍受的是信中诽谤他作为市长不为市民办事，并且有贪污、渎
职行为。诽谤终于使正直的老伽罗瓦生病了，以致最后自杀。市民们对失去
一位好市长而痛心，当老伽罗瓦遗体的送殡队伍来到布尔—拉—林市区的境
界时，市民们从柩车上卸下棺材，用肩膀抬到墓地。那个牧师的出现引起了
冲突，结果他挨了一顿痛打。

父亲的死使枷罗瓦悲痛欲绝，对于他来说，父亲就是他的一切，是父亲
教会他分辨是非曲直，善恶美丑，教会他如何做人的，他对于父亲的感情，
不只是感激，更多的是崇拜。

咖罗瓦和母亲一起度过了服丧的日子，随后，他重新振作精神，听从里
查的劝告决定进师范大学。因为这使他有可能继续深造，同时生活费用也有
着落。随着丈夫的逝世，伽罗瓦的母亲失去很大一部分收入，而埃瓦里斯特
还有一个 14 岁的弟弟亚耳弗勒。

师范大学是大革命后创建的，为高等和中等学校培养师资。当时，师范
大学的生活方式与修道院极为相似。吃饭前和早课前后，全体学生都要大声
朗读祈祷文；睡觉前必须听某一宗教题目的谈话；每月要作一次忏悔。如果
学生一连两个月不作忏悔的话，就要被开除出校。校长亲自督促学生遵守这



项规则。这种生活使伽罗瓦感到厌倦，他那倔强的性格难以忍受这些强制性
的规定，所以很多人指摘伽罗瓦行为古怪，性格执拗。然而对伽罗瓦来说，
在大学中的第一年是最顺利的一年。首先是他的科学研究获得了初次成果—
—他写的几篇文章获应征科学院的数学特奖。其次，他结识了奥古斯特·舍
瓦烈，后者直到伽罗瓦死前一直是他唯一亲近的朋友。舍瓦烈比伽罗瓦早一
年考进师范大学，他是第一批坚定不移的圣西门主义者之一，向往“各尽所
能，按劳付酬”的社会制度。伽罗瓦感到，与舍瓦烈在一起探讨社会问题，
能够开阔自己对当代政治问题的眼界，提高自己分析、认识政治现象的能力。

   
（二）  1830——1832 年

  
对自由党人来说，1830 年是巩固已有地位的一年。法国资产阶级不断向

欧洲各国政府献殷勤，政治立场很不坚定，忽而攻击左派，忽而攻击右派，
同时把国家政权擢为己有。

在波旁王朝复辟期间，自由党不仅通过自己的代表所参加的国务院，而
且通过占据要位的自由党官员，来发挥自己的影响。大资产阶级关心贵族的
利益胜于关心民族的利益；至于人民的利益，那根本不在考虑之列。但人民
对政治形势认识不清，大多数人的情绪是痛恨波旁王族，人民认为波旁王族
应对法国遭受的一切屈辱负责。

1829 年，国王查理十世——梦想完全恢复封建专制统治和贵族特权的极
端王党分子的首领，任命流亡贵族头目波利尼克组织了清一色的极端王党分
子的内阁。商业巨头、工业企业和银行所有者——他们都是自由党的党员—
—不能容忍他们的特权再次受到威胁。于是他们利用巧妙的宣传和人民生活
的贫困，得到了左派的支持。有青年学生参加的共和派发动了人民；在巴黎，
资产者在帽子别上三色帽徽——七月革命开始了。

当时，埃瓦里斯特·伽罗瓦将满 19 岁。他在师范大学的第一年功课行将
结束。他在这个时期写成的数学著作，已经使人对他的思想的独创性和敏锐
性有所认识。在政治方面，与当时大多数具有自由主义情绪的青年学生相比，
伽罗瓦对待社会的态度是进步的。七月革命一爆发，伽罗瓦就准备投入到斗
争中去。但是校长禁止学生们上街参加游行示威，而且把校门锁上。伽罗瓦
对学校的这种举动感到愤慨，他以实际行动表示抗议。从 7 月 28 日夜晚到
29 日，正值革命高潮之际，伽罗瓦屡次试图翻过围墙加入街上战斗着的人们
中间去，但均因被学校值勤人员发现而未成功。最后，当伽罗瓦慷慨激昂地
与校长进行了一场争论后，盛怒之下的校长下令对伽罗瓦实行单独监禁。这
是伽罗瓦的第一次政治行动。

七月革命胜利后，自由党人的受托人路易—腓利浦被拥上国王的宝座，
此后，自由党的力量进一步增强。在此以前，一小部分出身资产阶级、却又
鄙视本阶级的人，由于对现存制度持反对态度而在思想上团结起来，并在组
织上联合成几个爱国团体，其中最著名的是人民之友协会。这些人建立了共
和党，以国民议会为自己的政治理想。他们庄严地宣布，没有社会进步和社
会福利，就没有未来。但是，在七月革命期间，他们还不可能指望夺取政权，
因为他们的队伍数量太少，也还没有充分团结起来，他们以分散的小组参加
战斗。所以，革命胜利后，共和派对自由派采取让步政策，接受路易—腓利
浦在市政厅发表的声明。然而，这些承诺并未兑现。路易—腓利浦政府忙于



自己的卑鄙勾当，只顾装填金融贵族的腰包，却对国内发生的混乱情况无能
为力。7月发生了饥荒；在 10 个工业区中，1万名适龄应征入伍的人当中，
有 8000 多人不适宜服兵役；工厂里越来越广泛地使用童工；以财产多少作为
是否拥有选举资格的限制没有废除。至于对外政策，则比对内政策更加令共
和派失望。当时，为了与邻邦保持和睦的关系，签订了若干秘密协定：与西
班牙签订的是法国承担义务向西班牙通知有关逃亡到法国的西班牙难民中的
叛乱情绪的协定；与俄国签订的是把暴乱的波兰委付给沙皇的协定；与奥地
利签订的是听任奥地利在意大利恢复旧制度的协定。因此，在法国的帮助下，
欧洲的几次革命运动被镇压下去了，而这些国家的革命运动的领导人都是坚
定地期待着 1830 年 7 月推翻波旁君主制度的法国来给予援助的。

路易—腓利浦的政策引起了社会不满情绪的增长；进步的共和派的威信
逐渐提高。这使政府不再充耳不闻了，开始对共和派进行镇压。由于共和党
的领袖们只相信一种美德——勇敢，因此他们尽管估计到有人民群众的支
持，但并不注意广泛宣传自己的思想。而且他们的斗争策略极为简单，主要
形式就是散发传单，号召仿效国民议会的榜样。共和派的这些失策和错误被
政府毫不迟疑地利用了。

1830 年 10 月，伽罗瓦回到师范大学学习。此时的伽罗瓦对路易—腓利
浦政府蹂躏各民族利益的对外政策和与人民利益背道而驰的对内政策极为不
满。他认为共和派人是真正的爱国者。在谈话时，伽罗瓦热烈地捍卫人民的
权利。这个面色苍白、神情忧郁的青年总是出现在大无畏者的行列中间。这
使人联想到他的科学著作的特点首先也是其思想上的大胆独创。

1830 年 11 月，伽罗瓦毅然加入了人民之友协会。同时，他还报名参加
了国民自卫军炮兵队，其中有两个炮兵连完全由共和派分子组成。

在师范大学中，伽罗瓦是唯一参加人民之友协会的学生。怀着对共和制
的热忱，伽罗瓦不倦地向同学解释共和党的纲领。由于师范大学的领导人—
—校长吉尼奥和教授库申是君主立宪政体的热烈拥护者，路易—腓利浦的追
随者，所以，伽罗瓦对他们进行抨击。伽罗瓦很鄙视吉尼奥在七月革命期间
所表现的胆小怕事和他在过后的出尔反尔。除了政治动机外，伽罗瓦对师范
大学教育组织也感到不满。他所听到的对于自己全部异议的唯一答复就是一
句话：好学生不过问政治。尤其使伽罗瓦感到孤立的是同学们不赞同他的行
动，甚至当吉尼奥不定期地把他软禁在家里的时候，他依然是孤零零的。这
种处罚办法，剥夺了伽罗瓦和他的共和派朋友们见面的机会。伽罗瓦不甘心
屈服于这种手段，他决定立即反抗。在伽罗瓦这样热情洋溢、胸怀坦荡的青
年看来。采取这个决定和他的科学发明同样重要。但是，这一决定的结果是
被开除出师范大学。

事情是由一家主要以科学界人士为评论对象的报纸——《学校公报》，
在 1830 年 12 月 5 日发表了一篇批评师范大学领导的文章引起的。似乎为了
证实自己的说法，文章援引了一封署名“师范大学一学生”的信，信中嘲笑
校长吉尼奥在 7月那些日子里的行为，而且特别强调他的机会主义。由于学
生中只有伽罗瓦与吉尼奥发生过纠纷，因此这封信被公认是伽罗瓦写的。实
际上，这封信的语调与伽罗瓦惯常的风格一点也不吻合。可是，也许伽罗瓦
跟发表这篇文章有一些瓜葛，他没有正面肯定这封信是自己所写，也没有加
以否认。然而，为了推卸责任，编辑部利用伽罗瓦缺乏经验的弱点，在几个
星期后，发表了反对伽罗瓦的文章。这使得信为伽罗瓦所写的看法越发真实



有据了。
在指摘吉尼奥的文章发表后的第四天，尽管伽罗瓦的罪过还未被证实，

吉尼奥却指示把伽罗瓦送回家中，同时向教育大臣作了报告。吉尼奥在报告
中称伽罗瓦是懒汉和道德败坏的青年，并一口咬定，开除伽罗瓦可以使师范
大学和整个巴黎学区摆脱害群之马的牵累。因为担心不能轻易摆脱伽罗瓦，
吉尼奥采取了卑劣的手段。他开始搜集有关伽罗瓦“罪犯”行为的材料，并
唆使师范大学学生进行告密。阴谋得逞了，1831 年 1 月 8 日，皇家国民教育
委员会批准了这一开除处分。

开除出师范大学的处分，使伽罗瓦失去了生活费用。1831 年 1 月 9 日，
《学校公报》刊登了下列一则奇怪的声明：

“1月 18 日（星期四），伽罗瓦先生将讲授高等代数。以后每逢星期四
下午 1时 15 分，将在索尔奔纳街第 5号，凯洛特小书铺授课。该讲座以不满
足专科学所讲授的代数而希望深造者为对象。讲座将向听众介绍不曾公开讲
授过的若干理论，其中某些理论完全是独创的，只须列举新虚数论、用根式
求解的方程论、数论和用素代数研究的椭圆函数论便足以概见全貌。”

第一次讲座在预定日期的指定时间准时进行，课堂内有 30 名听讲者。在
当代科学史上还不曾有一个年轻科学家肯向广大听众阐述自己新颖、独到的
思想借以谋生。这表现了伽罗瓦所具有的罕见的坚强个性。

1831 年 4 月初，开始对国民自卫军的几名炮手提出诉讼。在塞纳省陪审
法庭前，站着 1830 年国民自卫军被解散后拒绝解除武装的 19 名年轻人当中
的 16 位青年。

市政府警卫队占据了司法官的走廊。上流社会青年挤满厢座，学生和工
人拥挤在法庭大厅的门边。被告在辩护律师——像他们一样也是共和派——
的陪同下进入大厅。当他们昂首挺胸、镇静沉着地出现时，大厅里响起了欢
呼声。自从1830 年 7 月以来，共和派得不到一次适当的机会来宣传自己的主
张。因此，被告们抓住这个机会，以法庭为战场，发起了有力的进攻。他们
揭露大城市中平民生活骇人听闻的贫困；揭露共和党人所受到的迫害。他们
还充满激情地大谈共和党的纲领。作为证人的一位共和党人断言，传播共和
思想的事业无须秘密活动。因为：“革命是全民族的事业，只有剥削人民的
人除外；这是我们祖国的事业，它正履行着民意所赋予它的解放使命；这是
向人类克尽己责的法兰西事业。至于我们，先生们！”在结束自己的讲话时，
他大声疾呼道：“我们是革命的奴仆。我们时刻响应着革命的号召！”这段
慷慨激昂的演说，引起了热烈的掌声，人们要求法庭做出公正判决。

律师们很轻易地证明了有关策划旨在以共和政体代替君主制度的秘密阴
谋的指控是毫无根据的。全体被告都被宣判无罪。

当天晚上，在巴黎许多房屋里，闪耀着节日的彩灯。为了庆祝胜利，人
民之友协会在“布尔根饭店”举行盛大宴会。在应邀出席宴会的 200 名爱国
者中，也有埃瓦里斯特·伽罗瓦。当时，为了尽量避免与警察发生冲突，举
杯致词都是预先准备好的，并且约定不发表任何抨击政府的演说。但是，宴
会上，那些年纪最轻、热情奔放的共和派时常讲出一些言词过激的话。每次
举杯都夹杂着呼声：“共和国万岁！国民公会万岁！”“‘打倒路易—腓利
浦！”

正当晚会进行得热烈之时，伽罗瓦站了起来，他一手持着匕首，一手举
着酒杯，说道：“为路易—腓利浦干杯。”他重复举杯说了两次。大多数与



会者对此举报以热烈的掌声；但一些没有看见刀子的人以为伽罗瓦真的是在
提议为法国国王的健康干标，所以他们表示出强烈的不满。于是，误会引起
了混乱。到宴会结束时，根本谈不上什么秩序了。

第二天清晨，伽罗瓦在家中被捕，随后被关进了圣佩拉吉监狱。在此期
间，人民之友协会试图通过该会的律师说服伽罗瓦放弃他说的话，以求获释。
但是，个性刚直的伽罗瓦拒绝妥协。

6月 15 日，在塞纳省陪审法庭上开始审查“伽罗瓦教唆谋害法兰西国王
的人身和生命未遂”案。

在法庭上，针对庭长的提问，伽罗瓦——被告席上的这个身体柔弱、精
神焕发、充满自尊心的少年，简短而犀利地回答着，有时迅速地说出一两句
激动人心的话。当法官问他是不是用一手举杯，一手持刀的方式来表达法国
国王理应吃上一刀或者竭力想鼓动某个人采取这类行动的意图时，伽罗瓦答
道：“只有当路易—腓利浦成为背叛者，也就是越出法纪的范围，企图加强
对人民的剥削时，我才想鼓动大家采取这种行动。”法官又问伽罗瓦是否认
为国王有背叛国家的企图时，伽罗瓦尖刻地回答：“是的。国王的一举一动，
虽然还没有证明他的不当，但令人怀疑他是否正直无私。例如，他的登基就
是预先策划的。”

伽罗瓦机智勇敢地回击着。当法官说他的行为带有煽动性时，他笑着说：
“如果我干脆提议为路易—腓利浦的死亡干杯，你们会感到更加高兴吧！”
这些带有讽刺意味的话使观众感到轻松，人们不住地点头赞叹。

在审判将要结束时，伽罗瓦大声说：“你们都是小孩！你们把我们的头
放到断头台上，可是你们没有力气把斧头砍下去。我们也是小孩，但是我们
精力充沛，勇敢直前。共和主义者的灵魂是污泥沾染不了的！”

最后，通过律师的努力和伽罗瓦为自己，也是为共和派的有力而正义的
辩护，伽罗瓦被宣告无罪，当场获释。

路易·腓利浦政府对共和党在群众中的威信不断提高以及共和派积极从
事与政府对立的行动愈来愈难以容忍。7月 11 日，政府通过了逮捕共和党领
导人的决议。同时没收了共和党为纪念 7月 14 日国庆节而印制的号召书，因
为这份告巴黎人民的呼吁书写道：

“7月 14 日（星期四），爱国者们集合在巴士的狱广场上并栽植自由之
树，以纪念攻克巴士的狱和法兰西共和国成立 43 周年。

“示威游行将在下午一点钟开始。
“自由之树将由‘7 月革命’的参加者组成的仪仗队护送。装饰着花条

绦带和三色绦带的树枝由 1789 年的老战士和在“七月革命’中负伤的战士高
擎着。“工人、学生、‘七月革命’的参加者、资产阶级出身的青年以及一
切爱国人士都被邀请参加这次庆祝会。自愿参加庆祝的国民自卫军军人请穿
制服出场。”

吓破了胆的政府当局禁止示威游行，警察继续逮捕共和党人。为了表示
抗议，共和派决定在7月 14 日组织群众示威活动。伽罗瓦勇敢地接受了担任
领导者的任务。这一天，他与一个法律系的学生杜沙特列一起率领 600 名示
威者，一路高喊着口号前进在大街上。不久，前来镇压的警察赶到，把伽罗
瓦和杜沙特列与示威群众分隔开来，并抓走他们。随后，两人被关进了圣佩
拉吉监狱。

示威游行持续了一整天。但到了晚上，共和派在爱丽舍宫广场受到了乔



装成“工人”的市政府警卫队的袭击。第二天，报上发表了被逮捕的最著名
的共和党领导人的名字，其中包括伽罗瓦。

不论是内务大臣，还是警察局长，都清楚伽罗瓦对共和党的功劳；而且
他的数学天赋对他们也不是秘密。因此，他们对伽罗瓦特别严厉。伽罗瓦的
案子被拖了 3个多月才审理。由于在被捕的时候，伽罗瓦穿着国民自卫军炮
兵的制服，携带马枪和匕首，所以，他被控非法穿军服和携带武器而判处 9
个月徒刑。

伽罗瓦从 1831 年 7 月 14 日起至 1832 年 3 月 16 日，被关在圣佩拉吉监
狱。在这所监狱里，犯人分为三类：政治犯、刑事犯和未成年犯。而政治犯
主要是当时被逮捕的共和派人。他们本身又分为三等：最有钱有势的住单身
房间，生活费用自备，可从邻近的饭店购买膳食。比较年轻而又比较重要的
人物，七八个人合住一间房，享有与前者相同的特权。穷人则住在 60 人合住
一间房的牢房里，自然，伽罗瓦被关入第二类型的牢房中。

白天，大多数政治犯把时间消磨在监狱院子里所附设的小酒馆中。夜间，
全体共和党犯人要参加称作“晚祷”的仪式，即先唱“马赛曲”和“进行曲”，
然后开始演戏剧。通常是表演比喻七月革命事件的节目，而演员的道具只有
一样东西——装着被路易—腓利浦扼杀的共和国遗体的“棺材”。演出一直
要进行到午夜一点钟。对体质虚弱、经常深思熟虑的伽罗瓦来说，这所监狱
谈不上是个‘安静的住所”。

在狱中，伽罗瓦与著名的浪漫主义作家热拉尔·德·内尔瓦尔结识。内
尔瓦尔风趣的谈吐吸引了伽罗瓦，内尔瓦尔则十分欣赏伽罗瓦的智慧，两人
很快成了好朋友。内尔瓦尔出狱那天，枷罗瓦在与他道别时答应自己一旦获
释就拜访他。然而，不幸的伽罗瓦又在牢中度过了两个多月后，于出狱的第
二个月就被杀害了。

在狱中，伽罗瓦心情忧郁沉闷。有一天，有人和他打赌一人喝一瓶烧酒，
伽罗瓦接受了这个挑战。自然，后果是很可怕的——伽罗瓦喝得酩酊大醉，
被人抬回到牢房里，倒头昏睡了一天一夜才清醒过来。为此，伽罗瓦的一位
狱中难友对发生的事情深表遗憾，他说：“宽容这位柔弱而大无畏的少年吧！
3 年之中，科学在他额上划下 60 年深思熟虑也不会更深的皱纹。为了科学，
请爱护他的性命吧！再过 3年，他必将成为真正的科学家。”

伽罗瓦并未虚度时光，他在狱中仍然不停地工作着，因为他打算在获释
后立即写出两部著作。

1832 年 3 月 16 日，伽罗瓦因病从圣佩拉吉监狱转移到设在努尔申街第
86 号的医院里。这所医院是受警察局监督的，院长担负着监视病人的任务。
伽罗瓦在 4月 29 日监禁期满前一直住在这所医院里。出院后，伽罗瓦的朋友
们多次劝说他与大家在一起，过安闲恬静的生活，但他拒绝了。因为他所追
求的革命事业还未获得成功，革命者仍然遭受着迫害。伽罗瓦在给朋友的信
中写道：

“⋯⋯憎恨，只有憎恨！谁对目前不感到刻骨的憎恨，而对未来不怀着
真挚的热爱呢？

“如果我的理智不再需要暴力，那么我的内心却需要暴力。我要为我经
历过的许多苦难复仇雪恨。

“要是没有这一切，我就可以和你在一起。”
正当伽罗瓦准备以全部热情投入到工作、革命中去的时候，不幸的事情



发生了。一次，伽罗瓦在一个朋友家结识了一个女子，此后便与她有了交往。
但是这个女人却在伽罗瓦和另外两名共和党人之间进行挑拨，这招致了伽罗
瓦与他们在 5月 30 日的决斗。

在决斗前一天，伽罗瓦写了三封信：一封给共和派的同志们，一封给 N·L
和 V·D，而最出色的是给朋友舍瓦烈的信。在给 N·L和 V·D的信中，伽罗
瓦写道：

“有两个爱国者约我决斗⋯⋯我无法拒绝。
“⋯⋯我是违背自己的意愿而参加决斗的，也就是说，用尽一切办法希

望和平调解事情未果之后，才进行决斗的。“不要忘了我！因为命运不让我
活到祖国知道我的名字的时候。”

至于决斗违背伽罗瓦意愿的原因，伽罗瓦在给全体共和派的信中表明
了：

“我请求我的爱国朋友们不要责备我不是为自己的祖国而献出生命。
“我将成为一个下流的卖俏女人的牺牲品而死去。”
给舍瓦烈的信的大部分内容是谈数学问题的。伽罗瓦死后，在他的桌子

上发现了两张纸条，其中一张写有这么一句话：“这个论据需要补充，现在
没有时间。”日期是：“1832 年 5 月 29 日”。由此可见，在临决斗前，他
仍在校正这些数学分析的著作。

5月 30 日清晨，决斗双方在约定地点——冈提勒的葛拉塞尔湖附近，用
手枪在相距几公尺的地方互相射击。不幸的是，伽罗瓦被一颗于弹击中了腹
部，随后一阵剧痛使他失去了知觉。几小时之后，当地一个居民发现了他，
并把他送到科申医院。

“不要哭，”伽罗瓦在生命的最后一刻，对守在身旁的弟弟说：“不要
哭，我在 20 岁的年纪死去，需要我全部的勇气。”

1832 年 5 月 31 日上午 10 时，伽罗瓦与世长辞。
安葬那天，人民之友协会的代表团、法律系和医学系的大学生、巴黎炮

兵部队以及他生前的许多好友都来为他送葬。市民代表致悼词，表达深切的
悲痛。

伽罗瓦的全部数学著作到了 1846 年才被发表。那 60 页手稿向世界宣布
了科学家伽罗瓦的名字。从此以后，他的名字开始在科学上名列前茅。

   
二、埃瓦里斯特·伽罗瓦对

  
科学发展的贡献

  
伽罗瓦的数学著作，保存下来的只有 60 页。这 60 页手稿是数学科学发

展史上的里程碑。
伽罗瓦的思想十分独特，而且具有坚定的目的性。他对于那种烦琐累赘

的计算方法感到不可抑制的厌恶。因此，他的表述极其简明扼要。但是他所
写的一切，都因为具有数学家不倦钻研的思想而放出异彩。他的每一部著作，
仿佛都是一次新的大胆的跃进，先前已达到的又落在了后面．新的将被更新
的所取代。伽罗瓦对待读者的态度有时似乎很傲慢，他并不怎么关心读者的
兴趣，但实际上这是因他惊人的洞察力和敏锐的思维所致。

在钻研中，首先使伽罗瓦感兴趣的，并不是个别的数学习题，而是决定



一连串想法的即指导思维运动的论证方法或“方式”。他把论证方法建立在
一个能够概括当时已经达到的成就并决定科学长期向前发展的深刻理论的基
础上。他的这种理论被后人称为“一个明确的概念结构之建立”。

很多从前彼此孤立地加以研究的各种理论，实际上是需要做精确计算和
实际应用的个别情况而已。所以数学家不必去进行计算。正如伽罗瓦所说的，
他们只要“预见到”如何计算就行了。伽罗瓦在圣佩拉吉监狱写成的研究报
告中，对这一点作了明白的说明：

“起初，数学具有这样一种性质：即代数方法的计算已不十分需要；非
常简单的定理未必值得翻译成分析的语言。只有在欧拉以后，由于这位伟大
的数学家为科学界发现了新的可能性，这种较为简短的语言才成为必不可少
的东西。从此，计算变得越来越需要，同时，随着它被应用于越来越高深的
科学部门而变得越来越繁难了。本世纪初，算法已经达到相当复杂的程度，
以致数学家们如果不使自己的学术著作具备严整性，能够迅速地、一目了然
地掌握大量的运算数目，则任何进步都是不可能的。

“总之。我认为，依靠改进计算而获得的原则上的简化绝不是无穷无尽
的。终有一天，数学家必将能够清楚地以规范数变换作出预见，以致不必再
花时间和纸张来认真进行计算。我并非断言，除了这种预见外，分析不能有
其他的新成就；但我认为，如果没有这种辅助工具，有朝一日，全部分析方
法都将成为徒劳无益的东西。

“使计算听命于自己的意志，把数学运算归类，学会按照难易程度，而
不是按照它们的外部特征加以分类——这就是我所理解的未来数学家的任
务，这就是我所要走的道路。“不要把我流露出来的急躁情绪与某些数学家
向来对无论哪一种计算都要根本回避的意图混为一谈。他们不用代数公式，
而使用冗长的议论，在重迭的数学变换之上，又加上对这些变换的重迭的文
字概述，所使用的又是不适于解答这些算题的语言。这些数学家落后了 100
年。

“在这里没有这类的情况。我在这里进行分析之分析。总有一天，在这
个初具轮廓的高等分析中所提到的变换，将真正地得到实现，并且是按照难
易的程度，而不是按照这里出现的函数形式予以分类。”

可以体会到，这份报告的字里行间都贯穿着伽罗瓦那热烈的信念。这种
信念来源于他对科学客观、公正的态度。他曾经指出：

“没有跟科学打过交道的人，必定会感到一切都很奇怪，因为他们通常
把‘数学’一词看作是‘精确’一词的同义语。

“但如果他们考虑到，科学不过是人类智慧的一种产物，它注定了去研
究和探索真理，而不是发现和认识真理，那他们就不至于大惊小怪了。事实
上，如果有足够深邃的智慧，能够立即掌握到不仅是我们已知的东西，而且
是各种各样一般的数学真理的全部总和，那么就有可能借助某些普遍原理中
的同样方法，合乎逻辑地、又似乎机械地引申出这些真理；这样，科学家的
任务就更加艰巨了。科学的发展是比较不平衡的，因为它要通过一系列的配
合才能得到发展，而在配合之中，偶然性所起的作用远非微不足道的；科学
的生命是混沌一团的，它好比由于矿层的毗连而相互交错的矿物。这种情况
不仅适用于由众多科学家的工作成果所构成的整个科学界，而且也适用于其
中每一个科学家的单独研究工作。分析家们用不着欺骗自己，因为他们并不
是在演绎真理，而是在进行组合；他们领会真理是徘徊于左右之间的。”



虽然伽罗瓦的科学活动惊人的短促，但他的研究成果是辉煌的。他的著
作，标志着数学前史的结束和数学史的开始。

在伽罗瓦的著作中，所说的“把数学运算归类”指的就是群论，即从 19
世纪末叶开始，对数学分析、几何学、力学、物理学的发展有着巨大影响的
群论。创立这个理论的荣誉属于伽罗瓦，因为他是第一个估计到这个理论对
科学发展的意义的先驱。

伽罗瓦所研究的求解代数方程的问题，长期以来吸引着数学家们的注
意。解方程，意即求出它的根值。在求一次和一次方程的根时很容易，但在
三次方程中，就不太容易了。而伽罗瓦研究的是任意次方程，即方程的一般
情况。

从实践观点来看，无论形式多么复杂的任何具体方程的解并没有任何意
义。早在16 世纪，数学家就已经发现，使用能确定方程根的近似值的方法较
为便当。这些近似值充分满足了物理学家、化学家和工程师的需要。但对于
使用字母作系数的一般方程来说，近似法是求不出它的根值的。伽罗瓦的第
一个发明就在于他把这些根值的不定式的次数减低下来，确定这些根的某些
特征。伽罗瓦的第二个发明就是他所使用的求得结果的方法，即他并不研究
方程本身，而研究它的“群”，也就是研究它的“家族”。

“群”的概念是在伽罗瓦著作提出之前不久才出现的。但当时，它只不
过像是一个没有灵魂的躯体，是偶尔出现在数学上的、人为臆断的大量概念
之一。伽罗瓦的贡献不仅在于他使这个理论具有生命，还在于他以独创精神
赋予这个理论以必要的完整性；伽罗瓦指出，这一理论富有成效，并且把它
运用到解代数方程的具体习题上。所以，埃瓦里斯特·伽罗瓦是群论的真正
创始人。

在数学科学中，“群”被看作是具有某种共同特性的对象总和，譬如奇
数群（不能被 2整除的数的集合），它的特性在于如果令群中的任意两个数
相乘，则其积仍为奇数，如 3 乘 3 等于 9，当实例从简单到复杂时，则可以
选择关于某些对象的运算自身作为“对象”。在这种情况下，群的主要特征
表现为任意两种运算的结合也是一种运算。伽罗瓦在分析求解的方程时，就
是把某种运算群与这个方程联系起来，并证明方程的特性反映在该群的特点
上。由于不同的方程可以“‘有”同一个群，所以无须研究所有的方程，只
须研究与之相适应的群就可以了。这一发现标志着数学发展的现阶段的开
始。

不论群是由什么“对象”——数、位移或运算——组成，这些对象都可
被视为是不具有任何特征的抽象的东西。而要测定群，只须说明为了使某“对
象”的总和可以称为群而应遵循的共同规则就可以了。这些规则就是群的公
理，群论是依据这些公理运用逻辑总结出来的结果。这一理论在证实不断被
发现的新的特性过程中得到了发展。群论为研究工作提供了新的数学工具。

人类认识的发展过程是不平衡的，有时候某一方面的进展会暂时中断。
科学也会在某个时期处于停滞之中，昏昏欲睡。科学家们从事琐碎的事情，
把贫乏的思想隐藏在华丽的计算后面。19 世纪初期的数学发展状况就处在停
滞阶段。因为在当时，代数变换已演进得很复杂了，以致向前发展实际上成
为不可能的事情了。数学家们不再能够“预见”了。因此，寻找新道路以推
动科学发展就成了时代的需要。对此，伽罗瓦曾说：“在数学中，正如在任
何其他科学中一样，有一些需要在这一时代求得解决的问题。这是一些吸引



先进思想家思想而不以他们个人的意志和意识为转移的迫切问题。”
伽罗瓦以他的著作，开始了数学科学新的繁荣时期。群的概念的建立，

使数学们家摆脱了研究大量的、各式各样的理论的繁重负担。伽罗瓦曾指出：
“我在这里进行分析之分析”，这种想法表明了他竭力想使这些新的、像辞
汇表那样具有实用意义的方法得到运用。所以说群论首先是数学语言的整
理。

有些人谴责伽罗瓦参与政治活动，说他过分年轻，行为过激而招致杀身
之祸。他们认为科学家的工作是超时间和超空间的，科学家应该在某种抽象
的世界中生活，进行创造。这种观念使他们不能认清伽罗瓦在科学上所作的
贡献的价值。与这种偏见不同，伽罗瓦反对科学家的天生孤独性。他相信：
“科学家生来并不比其他人更要过孤独的生活；他们也是属于特定时代的
人，而且迟早要协同合作。到了那时候，将有多少时间腾出来用于科学呀！”

正因为伽罗瓦把科学理想与社会理想结合起来，并为实现它们而奋斗，
所以他成了一位杰出的数学家和勇敢的革命者。可以说，伽罗瓦短暂的一生
是伟大的。

   
三、伽罗瓦与群论

  
群论这门数学在当代已经成为数学中的重要部分了，而其理论的应用、

发展应该首先归功于埃瓦里斯特·伽罗瓦。因为是伽罗瓦赋予群论以实在的
内容，建立起群论学并加以完善，从而改变了 19 世纪初叶，数学科学发展的
停滞状况，开创了新的繁荣时期。所以说，伽罗瓦对科学的重大贡献就在于
他对群论的贡献。因此，要了解伽罗瓦，就必须了解群论。

1．群的重要
解方程式是数学中一件重要的事情。代数方程式可以依他的次数来分

类。
一次方程式 ax＋b＝0 的解答很容易得出，是
x＝-b／a
二次方程式
ax2+bx＋c＝0 的解是

x - b b - 4ac 2a2＝（ ± ）／
但是，三次方程式
ax3＋bx2＋cx＋d＝0
和四次方程式
ax4+ bx3＋cx2＋ dx＋e＝ 0
的解法就比解一次、二次方程式难得多了，直到 16 世纪才有了解法。
当方程式的次数增大时，解法的困难增加得很快。一般数学家虽都不会

解高于四次的方程式，却都相信一定是能办到的。直到 19 世纪，利用群论的
道理，才证明了这是不可能的事。因为一个问题能否解决要看对于解答所加
的限制条件而定。譬如

x+5＝3
如果允许 x为负数的话，此方程可解；若限定 x不能是负数，则此方程

式就不能解了。同样，假如 x表示饼数，方程式



2x+3＝10

是可解的。但倘若 表示人数、这个方程式就不能解了，因为 ＝ （人）x  x 3
1

2
没有意义。

再如，一个代数式可以分解因数或不可以分解因数要看是在什么数域对
它进行分解。如

x2＋1
在实数域中是不可分解的，可是在复数域却是可分的，因为
x2＋1=（x+i）（x-i），

其中＝i − 1

由于一般高于四次的方程式不能用根式解，即它的根不能用有限次的有
理运算（加、减、乘、除）和开方表作方程式的系数的函数，所以说高于四
次的方程不能解。

2．群的内容数学中的系统可以说是一部数学的机器，它的主要部分是
（1）元素。
（2）相对应的运算。
例如：
（a）①元素是一切整数（正整数、负整数或 0）；
②运算是加法。
（b）①元素是一切有理数（可以写成两个整数的商的数，如 3／4。 0

除外）；
②运算是乘法。
（C）①元素是某几个文字（如 x1、x2、x3）的置换；

②运算是将一个置换跟着另一个置换。
①元素是下图的旋转，转的度数是 600或 600的倍数；
②运算是将一个旋转跟着另一个旋转。
如果这种系统能满足下列四个性质，就称为群。

（1）假使两个元素用规定的运算结合时，所得的结果仍是系统中的一个
元素。

例如：
在（a）中，一个整数加上另一个整数的所得还是一个整数。
在（c）中，假设有一个置换，将 x1 代作 x2，x2 代作 x3，x3 为代作 x1，

即将
x1、x2、x3
换作
x2 x3 x1
置换后的结果仍在原系统中。
（2）系统中必须含有主元素。主元素具有与系统中任意另一个元素结合

的结果仍是那另一个元素的性质。



例如：
在（a）中，主元素是 0，因为 0与任何整数相加的结果还是那个整数。
在（b）中，主元素是 1，因为任意一个有理数乘以 1后的积还是自身。
在（c）中，主元素是那个将 x1代作 x1，x2代作 x2，x3 代作 x3 的置换，

因为任何置换和自身结合的结果是不变的。
在（d）中，主元素是那个 360°的旋转，因为系统中的任意一个旋转和

此旋转结合的结果仍为自身。
（3）每个元素必须有一个逆元素，即一个元素和其逆元素用系统中的运

算结合的结果是主元素。
例如：
在（a）中，3的逆元素是-3，因为 3加-3 的和是 0。
在（b）中，a／b的逆元素是 b／a，因为 a／b和 b／a相乘的积是 1。
在（C）中，将 x1代作 x2，x2代作 x3，x3代作 x1的置换的逆元素是将 x2

代作 x1，x3代作 x2，x1代作 x3的置换。因为这两个置换结合的结果是那个将

x2代作 x2，x3代作 x3，x1代作 x1的置换。

在（d）中，60°的旋转（按顺时针方向）的逆元素是一个-60°的旋转
（按逆时针方向）。因为这两个旋转结合的结果是主元素——360°的旋转。

（4）结合律必须成立。
例如，设 a，b，c是任意三个元素，又设运算用记号 O表示，则结合律

指
（aOb）Oc＝aO（bOc）
应用到系统（a）中，为
（3＋4）＋ 5＝3＋（4＋ 5）
所以结合律在（a）中能成立。
对于一个系统，它是否成群，不但要看它的元素，还要看它的运算才能

决定。
3．群的重要性质
伽罗瓦用来解方程式的置换群具有十分有趣的性质。
在表示置换时，为了方便起见而采取一种简单的记法，即在记 x1，x2，

x3时可将 x省去，只用 1，2，3来表示。例如一个将 x1代作 x2，x2代作 x3，

x3代作 x1的置换，可以简单的记作（ 1 2 3）

这个记号的意思是说：
1变作 2，2变作 3，3变作 1。
换句话说，就是
x1变作 x2，x2变作 x3，x3变作 x1。

同样，（1 3 2）则表示一个将 x1变作 x3，x3变作 x2，x2变作 x1的置换。

又如
（1 3）（2）或（1 3）
表示一个将 x1代作 x3，x3代作 x1，x2代作 x2的置换。

有时一个群的部分元素自己形成一群，这种群称为“约群”。例如，前
面（a）例中，一切整数对于加法而言，为一群。若单拿一切偶数来看，对于
加法，他们也成一群；因为群的四个性质它都适合：



（1）两个偶数的和还是偶数。
（2）0是主元素。
（3）一个正偶数有相应的负偶数作逆元素，而一个负偶数的逆元素是正

偶数。
（4）结合律成立。
所以，偶数群是整数群的约群。
伽罗瓦证明了约群的元素个数是原来的群的元素个数的约数。
在约群中，最重要的是“不变约群”，即一个约群中的任何元素应用原

来的群中任何元素的变形，[例如设有一个元素（1 2），用另一个元素（1 2
3）去右乘它，再用（1 2 3）的逆元素（1 3 2）去左乘它，所得的结果是

（1 3 2）（1 2）（1 2 3）＝（2 3），
这个结果（2  3）就称为（1  2）应用（1 2 3）的变形。]若仍是约群

中的元素，这个约群就称为原来那个群的不变约群。
一个群可以看作是它自己的约群，但不是真约群，一个真约群必须比原

来的群小。但如果 H是 G的不变约群，假如 G中没有包含 H而较 H大的不变
真约群存在时，H就称为 G的一个极大不变真约群。

假设 G是一个群，H是 G的一个极大不变真约群，K是 H的一个极大不变
真的约群，⋯⋯若将 G 的元素用 H 的元素个数去除，H的元素用 K 的元素个
数去除，⋯⋯所得诸数，称为群 G的“组合因数”。若这些组合因数都是质
数，则 G是一个“可解数”。

在有些群中，群中的一切元素都是某一个元素（主元素例外）的乘幂。
如在群

1，（1  2  3），（1  3  2）
中，（1 2 3）2＝（1  2  3）（1  2  3）

＝（1  3  2）
（1  2  3）3=（1  2  3） （1  2  3）（1  2  3）=1
此群中的元素都是（1  2  3）的乘幂。这种群，称为“巡回群”。
在一个置换群中，若每个文字都有一个而且只有一个置换将这文字换成

其他某个文字，则这个群称为“正置换群”。例如群
1，（1  2   3），（1），
在 1 中 x1，变成 x1，在（1  2  3）中 x1 变成 x2，在（1  32）中 x1

变成 x3⋯⋯所以这是一个“巡回正置换群”。

4．一个方程式的群
对于一个一定的数域，每个方程式都有一个群。譬如三次方程式
ax3＋bx2＋cx＋d＝0，
假定它的三个根 x1，x2，x3是相异的。任意取一个这三个根的函数，如

x1x2＋x3
在这个函数中，若把这些 x互相替换，那么，会有六种置换。（1 2）一

类的置换为 x2x1＋x3；（ 1  3）为 x3x2＋x1；（ 12  3）为 x2x3＋x1。此

外，还有不动置换。也就是说共有：
1，（1  2），（1  3），（2  3），（1  2  3）（1  3  2）六个置换，

即对于这三个 x，一共有 3！（表示 3×2×1）种可能的置换。一般说，n！
表示 n（n－1（n－2）⋯⋯1，所以 n个 x有 n！种置换。于是，伽罗瓦得出



结论，在函数 v1=m1x1+m2x2=m3x3+⋯⋯mnxn 中，当 x 作各种可能的置换时，

这函数就有 n！个不同的值，用 v1，v2，v3，⋯⋯vn！表示这些不同的值，

可作出式子 P（y）=（Y-v1）（Y-v2）⋯⋯（Y－vn！），其中Y是一个变数。

将 P（y）的各因子乘出来，就得到一个 Y的多项式。假设 P（y）在某一
数域中分解因数，包含 v1而在此数域中为不可约的部分是（Y－v1）（Y－ v2）

或 Y2－（v1＋v2）Y＋v1v2在这部分中所含的 v 仅有 v1v2。则将 v1，v2 互相

交换的 x的置换成一群，这个群叫“方程式在这数域中的群”。
一般地说，一个方程式在一定数域中的群是由 P（Y）中包含v1的不可约

部分而决定的。将这个不可约部分记作 G（y），则 G（y）＝0，这称为“伽
罗瓦分解式”。

在一个数域中将一个式子分解因数，到了不能再分解时，若将数域扩大，
可以继续分解下去。但扩大数域的结果是使方程的群变小。

明白什么是方程式在一个数域中的群，就可以去求它。例如二次方程式
X2＋3X＋1= 0

有两个根 x1，x2，可能的置换只有 1和（1  2）两种。所以它的群或者

含有这两个置换或者只有 1这一个。而这要看是在什么数域中了。
以函数 x1－x2为例，二次方程式

x2＋bx＋c＝ 0
的两根之差是

x - x b - 4c1 2
2＝

在此例中，规定 b＝3，c＝1，则
x x 51 2－ ＝

如果所讨论的数域是有理数域，那么，这个函数的值不在数域中，所以
群中必有一个置换能变更此函数的值，这就是（ 1  2）置换。则此方程式在
有理数域中的群是由

1，（ 1  2）
两个置换作成的。但如果讨论的数域是实数域，那么，在此数域中，所

以群中一切置换都不改变函数 x1-x2 的值，所以（1  2）不能在群中。此方

程式在实数域中的群是由 1一个置换作成的。
5．伽罗瓦的鉴定
伽罗瓦证明了：一个方程式在一个含有它的系数的数域中的群若是“可

解群”，则此方程式是可能用根式解的，而且仅在这样的条件下方程式才能
用根式解。

以一般二次方程
ax2+ bx＋c＝0
为例，它的两个根是 x1，x2。它在一个含有它的系数的数域中的群之元

素是 1和（1  2）。这个群的唯一的极大不变真约群是 1，则此群的组合因
数是：  2／1＝ 2，这是一个质数，因此，根据枷罗瓦的鉴定，凡二次方程
式都是可用根式解的。

再取一般三次方程
ax3＋bx2＋cx＋d＝0



来看，因为它有三个根 x1，x2，x3，所以在一个含有它的系数的数域中，

它的群含有 1，（1  2），（1  3），（2  3），（1  2  3），（1  3  2）
六个置换。此群的唯一极大不变真约群含有 1，（1 2 3），（1  3  2）三
个置换。据此可知，组合因数是 6／3＝2与 3／1＝3，两个都是质数。所以
凡三次方程式都是可用根式解的。

再看一般的四次方程式
ax4＋bx3＋cx2＋dx＋e＝0
它在一个含有其系数的数域中的群元素个数是 4！＝24。这个群的组合

因数是：
2，3，2，2。
这些都是质数，所以凡四次方程式也都可以用根式解。
对于一般的五次方程式，含有 5！个置换，其组合的因数是 2与 5！／2

而 5！／2不是质数，所以，一般的五次方程式不能用根式解。
如此，应用伽罗瓦群的理论，可以得到一个简单而有力的方法来决定一

个方程式能否用根式解。
6．用直尺与圆规的作图
伽罗瓦在发明了判别方程式能否用根式解的鉴定之后，又创造了如何求

一个能用根式解的方程式的根的方法，即利用一组“辅助方程式”，而这些
辅助方程式的次数则是原方程式的群的组合因数。

其具体方法是：先把第一个辅助方程式的根加入数域 F中，然后假设数
域经第一个辅助方程式的根之加入而扩大了，并使分解因数的工作因之可以
再继续下去，令方程式在这扩大了的数域 F1中的群是 H。再将第二个辅助方

程式的根加人 F1中，使方程式的群变为 K，直到方程式在那个最后扩大成的

数域 Fm中的群是 1。而函数 x1 不能被 1 中的置换变更它的值，所以 x1 必在

数域 Fm中。同样，其余的根也都在Fm中。这样就可以得知什么样的数应加入

原来的数域中，把方程式的群变为 1，从而决定方程式的根存在于怎样的数
域中。以方程式 x3-3x＋1=0

为例。此方程式在有理数域中的群由 1，（ 1  2  3），（ 1  3 2）三
个置换作成。这个群的极大不变真约群是 1，组合因数是3，所以只有一个辅
助方程式，其次数是 3，这个辅助方程式的根含有一个立方根。所以这个立
方根必须加入数域中，才能使方程式的群变为 1，而原来的方程式的根可从
有理数域中的数及这个立方根单用有理运算得出。

只用直尺与圆规，能作直线和圆，这用代数表示是一次和二次方程式。
所以，求它们的交点，只需解一个二次方程式就可以把交点的座标用有理运
算和平方根表作系数的函数。因此，凡是能用直尺与圆规作出的数量都可以
有限次的以加、减、乘、除和平方根表示。譬如有两线段 a，b和单位长度，
可用直尺与圆规作出它们的和 a＋b，差 a－b，积 ab，商 a／b 以及这

些量的平方根如 ， 等。ab b
在讨论一个作图只用直尺、图规是否可能时，必须作出一个表示此种作

图的代数学方程式。若此方程式在数域中能分解成单是一次和二次的代数
式，则一切实数根都能用直尺与圆规作出。即使方程式不能分解成上述情况，
只要它的实数根能用有限次的有理运算与平方根表作已知的几何量的函数，



那么，作图只用直尺、圆规也是可能的。

取 120°角来看假定此角位于一个半径是单位长的圆的中心，作出
cos40°来，则只要取 OA＝cos40°，于是 a就是一个 40°的角，三等分 120
°的作图就完成了。利用三角恒等式：

2cos3a＝8cos3a-6cosa，
令 x=2cosa，则上式化成
2cos3a=x3-3x
因为 3a＝120°，   cos3a＝－1／2；上式可写作 x3-3x＋1＝0 在半径

是单位长的圆中，可作 OB＝1／2，于是∠AOC＝120°。
要解上面的方程式，必须把一个立方根加入于有理数域中。但一个立方

根是不能用直尺与圆规作出的，因此可知：用直尺与圆规三等分任意角是不
可能的。

用相似的方法，还可证明用直尺、圆规解决立方倍积问题也是不可能的。
7．伽罗瓦的鉴定是正确的
在解方程式时，可利用方程式的根与系数之间的关系。例如在二次方程

式
x2+bx＋c=0
的两个根 x1，x2 中，可得
x1＋x2＝－b ①

与 x1x2＝c ②

的关系。那么，能不能从这两个方程式中解 x1与 x2呢？不可以。因为如

果从①中得出 x1的值而后代入②中，结果是

x22+bx2+c＝0，

这与原二次方程式丝毫没有分别。所以，这个方法行不通。但是，如果
能得到一对都是一次的方程式，则 x1和 x2就可求了。

首先设方程式
f（x）＝0
有 n个相异的根，而且在由方程式的系数及 1之 n个 n次根决定的数域

中，此方程式的群是一个元素个数为质数的巡回正置换群。其中，1之 n个 n
次根的含义是：

由 1有三个立方根：

1， ，− + − − − −
1

2

1

2
3

1

2

1

2
3

可推出，在一般情况下，1 有 n 个 n 次根，记作：1，e，e2，⋯⋯，■
en-1

因为 1个三个立方根只包含有理数和有理数的根数，所以 1的 n个 n次
根也只包含有理数和有理数的根数。这种数加入数域中去，不影响方程能用



根式解。
举一将 n 个方程式写作一个的一组一次方程为例：x1+ρ

kx2+ρ2kx3

＋⋯⋯＋ρ（n-1）kxn=rk，③此处 k 的值可为 0 与 n－1 之间的任何整数，如

当 k＝0时，③就为
x1+x2+x3＋⋯⋯+xn=r0

当 k＝1 时，③为
x1+ρ

x2+ρ2x3+⋯⋯＋ρn-1xn=r1，

以下，依次类推。
因为一个方程式的最高次项系数若是 1，则诸根之和等于方程式中第二

项的系数的负值，所以 ro之值可以直接从方程式的系数中求得。如果把置换

（1  2  3⋯⋯n）用于③式的左端，③式左端为
x2+ρ

kx3+ρ2kx4+⋯⋯+ρ（n-1)kx1
所以说置换（1 2 3⋯⋯n）
将 rk之值变为ρ-krk。又因 Pn＝1，故

（rk）
n＝（ρ-krk）

n，

所以置换（1 2  3⋯⋯n）不变更 rnk的值。同理，群中其它置换也不改

变 rnk的值。这就是说，所有 r的值都可由根式得到。由③，可将 x用ρ与 r

表示，则方程式③可用根式解。这样，就证明了：如果方程式在一个数域中
的群是元素个数为质数巡回正置换群，则此方程式一定能用根式解。

举例来说，方程式
x3-3x+1＝0
在有理数域中的群是 1，（1 2 3），（1 3 2）。它是一个元素个数为

质数的巡回正置换群，所以可从 x1+x2+x3＝0，

x1+ωx2+ω
2x3=r1，

x1+ω
2x2+ωx3＝r2，

这三个一次方程式中解它。此处ω表示 1的一个虚立方根，r1与 r2可以

由数域中的数的根数得出。换句话说，如果把这种根数加入到数域中，则 x
都存在于扩大的数域中。

在一般情况下，常可以
y2=（x1－x2）

2（x1－x3）
2⋯⋯（xn-1-xn）

2作第一个辅助方程式，其右

端是所有每两个根之差的平方之积。假如方程式的第一项系数是 1的话，那
么，上式右端则是方程式的“判别式”。例如二次方程式

x2＋bx＋c＝0
的两个根 x1，x2的差的平方是

（x1-x2）
2＝（x1+x2）

2－4x1x2＝b2－4c，这恰是方程式的判别式。同样，

高次方程式的判别式也可从系数求得。
再设所要解的方程式是一般的三次方程式，将第一个辅助方程式的根加

入原数域后，方程的群为 H，即一个元数为质数的巡回正置换群。这样，可
利用

x1+x2+x3=-b，



x1+ωx2+ω
2x3=r1，x1+ω

2x2+ωx3＝r2，

这三个一次方程式来解原三次方程式。其中 r1，r2可由数域中数的根数

求得。x1 ，x2，x3存在于这个最后经 r1，r2的加入而扩大成的数域中。

这样就证明了：方程式在一个由其系数与 1之 n个 n次根而决定的数域
中的群若是一个可解群，则此方程式是可以用根式解的。

伽罗瓦的群论，是解决数学问题的重要工具，它对于数学就如同语言对
于人的重要性一样。正像人们评价的，“无论在什么地方，只要能应用群论，
就能从一切纷乱混淆中立刻结晶出简洁与和谐”。“群的概念是近世纪科学
思想出色的新工具之一”。
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