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引引引引        言言言言

�

新世纪的钟声即将敲响

�

回顾即将过去的一个世纪数学的发展历程 我们可以欣喜地看到

一个世纪以来 数学家们在追求数学理论的完美性和数学应用的广泛性

上所做出的孜孜不懈的努力和所取得的丰硕成果 孤子 混饨 分形

小波 wavelet

在层出不穷的新学科中 美籍法国数学家曼德尔布罗特

B.B.Made1brot 于本世纪 70 年代中期所开创的分形几 何

fractalgeometry 理论在上述两个目标的追求上都取得了突出成就

被誉为开创了 20世纪数学的重要阶段

一方面 分形几何中的主要角色都是由传统数学中的 病态 结构

或数学 怪物 所扮演的 三分康托 G.Cantor 集 维尔斯特拉斯

K.Weierstr-ass 函数 科契 Von  Koch 雪花曲线 皮亚诺 G.Peano

填充空间的曲线等等 曼德尔布罗特把它们放在分形几何中统一处理

使人们看到了过去那些被认为是 病态 的 怪物 展现出新的规则和

奇妙无比的美 另一方面 使科学家们惊讶并欢迎的是 分形几何为研

究自然界中形形色色的复杂形状和结构提供了十分简洁的工具 因而在

天文 地学 物理 化学 生物 医学 材料乃至语言学 经济学等领

域得到了十分广泛的应用

从 80 年代中期开始 分形 热 了 成了科学界叫得 响的名词

吸引了几乎所有领域科学家和社会工作者的注意 有关分形出版了上百

部专著 在国际期刊上发表了几千篇专业论文 美国物理学家惠勒

J.A.Wheeler 说 明天谁不熟悉分形 谁就不能被认为是科学上的

文化人

分形研究是非线性科学的前沿之一 也是哲学家们感兴趣的课题之

一 世界本质上是非线性的 而分形是复杂非线性特征的一种几何表现

分形概念与自相似是密不可分的 没有自相似就没有分形 但有自相似

却未必有分形 从自相似概念到分形概念 在思维上有一个巨大的质的

飞跃 对于大自然而言 自相似性是普遍存在的 但从来没有绝对

的自相似 分形 是一个科学术语 仍然只是一种人为的抽象 虽然

在某种意义上说它比 整形 更能反映事物的本来面目 分形概念表达

了 20世纪下半叶人们看世界的一种新的方式 但它仍然是一种普通的科

学模型 有好的方面 也同样有不适当之处 时至今日 分形理论所包

含的深刻内涵及其哲学启迪还远未揭示出来

科学新概念的诞生 往往需要有一个整体的社会意识   20 世纪初

之所以有许多新概念问世 是由于当时社会整体的技术有了很大的进

展 而且经典的理论已开始与实验所发现的事实发生冲突 另一方面

科学的哲学思想也为新概念的建立作了准备 分形概念的诞生也有类似

的原因 决定论框架中的随机性的发展导致了混沌动力学的建立 而这

些优美的动力学几何图象则鲜为人注意 分形正是在这方面显露才华

并引起各个领域的研究工作者的注意



但是 分形并没有对时空给出一个实质性的新概念 而且依照分形

的概念 在动力学的意义上对系统的行为的理解仍然获益不多 如果说

多标度分形的理论使对这些形态的认识大大向前迈出了一步 那么概念

性的突破仍然太少 因为它很快又返回到了 热力学 的类比之中去了

分形理论仍然处于发展之中 而且空间广阔

来自科学哲学界的情报表明 一些富于探索精神的哲学家们 正在

试图把分形的概念和思想抽象为一种方法论 分形论 它是一种辩证

的思维方法和认识方法 部分与整体的关系是一对古老的哲学范畴 也

是分形理论的研究对象 把复杂事物分解为要素来研究是一条方法论原

则 简单性原则 哲学史上 人们很早就认识到 整体由部分组成

可通过认识部分来映像整体 系统中每一个元素都反映和包含整个系统

的性质和信息 即元素映现系统 这可能是分形论的哲学基础之一

从分析事物的视角方面来看 分形论和系统论分别体现了从两个极

端出发的思路 它们之间的互补恰恰完整地构成了辩证的思维方法 系

统论由整体出发来确定各部分的系统性质 它是沿着宏观到微观的方向

考察整体与部分之间的相关性 而分形论则相反 它是从部分出发来确

立整体的性质 沿着微观到宏观的方向展开的 系统论强调了部分依赖

于整体的性质 而分形论则强调整体对部分的依赖性质 于是二者构成

了 互补

分形论的提出 或许具有以下几个方面的意义 首先 它打破了整

体与部分之间的隔膜 找到了部分过渡到整体的媒介和桥梁 即整体与

部分之间的相似性

其次 分形论的提出 使人们对整体与部分的关系的思维方法由线

性进展到非线性的阶段 并同系统论一起 共同揭示了整体与部分之间

多层面 多维度的联系方式 分形论从一个新的层面深化和丰富了整体

与部分之间的辩证关系

再次 分形论为人们认识世界提供了一种新的方法论 它为人们从

部分中认知整体 从有限中认知无限提供了可能的根据

后 分形论的提出进一步丰富和深化了科学哲学思想中关于普遍

联系和世界统一性的原理 这主要表现在两个方面 一是分形论从一个

特定的层面直接揭示了宇宙的统一图景 同时 分形论所揭示的整体与

部分的内在联系方式是对宇宙普遍联系与内在统一的具体机制的一种揭

示 二是关于世界物质统一性 分形论可以从共时态与历时性两个维度

上展开说明 一方面在自然界中蕴含着历史的演化与嬗变的信息 另一

方面部分与分形整体之间普遍的相似性编织了一张世界统一的网络

分形论的产生 也是古代哲学思想在近代自然科学中的重现和历代

思想家们智慧火花的积累 古代哲学为分形论的诞生做好了思想准备

而分形论的创立则为现代哲学关于普遍联系和统一性的原理提供了 新

的数理科学根据

�

世纪之交 世界各国都面临着机遇与挑战 其焦点突出表现在科技

与教育上 近 据一份名为 课程改革 关于科学 数学及技术教育

的革新 的报告报道 经济合作与发展组织的 13个成员国 美国 澳



大利亚 奥地利 加拿大 法国 德国 爱尔兰 日本 荷兰 挪威

英国 西班牙及瑞士正在加强中 小学课程的实践性 使之与学生日常

生活联系得更加紧密 报告还显示 大学里的科学家和数学家们也在转

变思想 更新旧的教育观念 长期以来 我国数学教育与实践严重脱节

的现象曾引起大批有识之士的极大关注 著名数学教育学家张奠宙教授

对此现象极度忧虑 他曾给李岚清副总理写信 希望我国及早进行数学

教育改革 加强数学教育的实践性 并希望这一重要问题能引起政府和

社会的普遍重视

现代教育理论认为 数学教育的主要目的之一是让学生获得对数学

的审美能力 发展学生良好的个性品质 培养他们的创造性思维能力

我们认为 这些能力的培养 其出发点和归宿在于解决科技 经济和社

会中的实际问题 因此 在数学教育中 数学的美及其应用的广泛性都

具有十分重要的作用 从这个意义上说 分形具有不可忽视的重要性

尤金斯 H.  Jurgens 等写道 分形几何除了用于描述自然物体的复

杂性以外 它还能为数学教育的振兴提供一个好机会 分形几何的理论

是直观可见的 它所涉及的形态具有巨大的审美感染力和各种各样的用

途 因而分形几何可有助于反驳那种认为数学枯燥无味和难于接近的看

法 并可激发学生去了解这一令人迷惑和激动人心的研究领域

本书力图展示分形的数学美和它的各种应用 在分形的数学基础一

篇中 除介绍分形与分维的必备知识外 我们给出了不同类型的数学实

例 并指出了它们与自然界的真实物体或过程的联系 我们可以看到

正是那些在传统数学中被称为 病态 的结构 在这里展现出奇异的数

学美 表现出与大自然的和谐与统一 第二篇介绍分形的各种应用 以

此来揭示大自然自组织结构的分形艺术 由于分形理论的应用领域众

多 难以一一枚举 且很多领域的研究成果异常丰富 因此 全面介绍

分形的应用非作者的能力之所及 难免有很多好的素材没有选到 请读

者朋友鉴谅

限于作者水平 书中定有不少不妥和错误之处 望读者朋友们批评

指正



引引引引        言言言言

�

新世纪的钟声即将敲响

�

回顾即将过去的一个世纪数学的发展历程 我们可以欣喜地看到

一个世纪以来 数学家们在追求数学理论的完美性和数学应用的广泛性

上所做出的孜孜不懈的努力和所取得的丰硕成果 孤子 混饨 分形

小波 wavelet

在层出不穷的新学科中 美籍法国数学家曼德尔布罗特

B.B.Made1brot 于本世纪 70 年代中期所开创的分形几 何

fractalgeometry 理论在上述两个目标的追求上都取得了突出成就

被誉为开创了 20世纪数学的重要阶段

一方面 分形几何中的主要角色都是由传统数学中的 病态 结构

或数学 怪物 所扮演的 三分康托 G.Cantor 集 维尔斯特拉斯

K.Weierstr-ass 函数 科契 Von  Koch 雪花曲线 皮亚诺 G.Peano

填充空间的曲线等等 曼德尔布罗特把它们放在分形几何中统一处理

使人们看到了过去那些被认为是 病态 的 怪物 展现出新的规则和

奇妙无比的美 另一方面 使科学家们惊讶并欢迎的是 分形几何为研

究自然界中形形色色的复杂形状和结构提供了十分简洁的工具 因而在

天文 地学 物理 化学 生物 医学 材料乃至语言学 经济学等领

域得到了十分广泛的应用

从 80 年代中期开始 分形 热 了 成了科学界叫得 响的名词

吸引了几乎所有领域科学家和社会工作者的注意 有关分形出版了上百

部专著 在国际期刊上发表了几千篇专业论文 美国物理学家惠勒

J.A.Wheeler 说 明天谁不熟悉分形 谁就不能被认为是科学上的

文化人

分形研究是非线性科学的前沿之一 也是哲学家们感兴趣的课题之

一 世界本质上是非线性的 而分形是复杂非线性特征的一种几何表现

分形概念与自相似是密不可分的 没有自相似就没有分形 但有自相似

却未必有分形 从自相似概念到分形概念 在思维上有一个巨大的质的

飞跃 对于大自然而言 自相似性是普遍存在的 但从来没有绝对

的自相似 分形 是一个科学术语 仍然只是一种人为的抽象 虽然

在某种意义上说它比 整形 更能反映事物的本来面目 分形概念表达

了 20世纪下半叶人们看世界的一种新的方式 但它仍然是一种普通的科

学模型 有好的方面 也同样有不适当之处 时至今日 分形理论所包

含的深刻内涵及其哲学启迪还远未揭示出来

科学新概念的诞生 往往需要有一个整体的社会意识   20 世纪初

之所以有许多新概念问世 是由于当时社会整体的技术有了很大的进

展 而且经典的理论已开始与实验所发现的事实发生冲突 另一方面

科学的哲学思想也为新概念的建立作了准备 分形概念的诞生也有类似

的原因 决定论框架中的随机性的发展导致了混沌动力学的建立 而这

些优美的动力学几何图象则鲜为人注意 分形正是在这方面显露才华

并引起各个领域的研究工作者的注意



但是 分形并没有对时空给出一个实质性的新概念 而且依照分形

的概念 在动力学的意义上对系统的行为的理解仍然获益不多 如果说

多标度分形的理论使对这些形态的认识大大向前迈出了一步 那么概念

性的突破仍然太少 因为它很快又返回到了 热力学 的类比之中去了

分形理论仍然处于发展之中 而且空间广阔

来自科学哲学界的情报表明 一些富于探索精神的哲学家们 正在

试图把分形的概念和思想抽象为一种方法论 分形论 它是一种辩证

的思维方法和认识方法 部分与整体的关系是一对古老的哲学范畴 也

是分形理论的研究对象 把复杂事物分解为要素来研究是一条方法论原

则 简单性原则 哲学史上 人们很早就认识到 整体由部分组成

可通过认识部分来映像整体 系统中每一个元素都反映和包含整个系统

的性质和信息 即元素映现系统 这可能是分形论的哲学基础之一

从分析事物的视角方面来看 分形论和系统论分别体现了从两个极

端出发的思路 它们之间的互补恰恰完整地构成了辩证的思维方法 系

统论由整体出发来确定各部分的系统性质 它是沿着宏观到微观的方向

考察整体与部分之间的相关性 而分形论则相反 它是从部分出发来确

立整体的性质 沿着微观到宏观的方向展开的 系统论强调了部分依赖

于整体的性质 而分形论则强调整体对部分的依赖性质 于是二者构成

了 互补

分形论的提出 或许具有以下几个方面的意义 首先 它打破了整

体与部分之间的隔膜 找到了部分过渡到整体的媒介和桥梁 即整体与

部分之间的相似性

其次 分形论的提出 使人们对整体与部分的关系的思维方法由线

性进展到非线性的阶段 并同系统论一起 共同揭示了整体与部分之间

多层面 多维度的联系方式 分形论从一个新的层面深化和丰富了整体

与部分之间的辩证关系

再次 分形论为人们认识世界提供了一种新的方法论 它为人们从

部分中认知整体 从有限中认知无限提供了可能的根据

后 分形论的提出进一步丰富和深化了科学哲学思想中关于普遍

联系和世界统一性的原理 这主要表现在两个方面 一是分形论从一个

特定的层面直接揭示了宇宙的统一图景 同时 分形论所揭示的整体与

部分的内在联系方式是对宇宙普遍联系与内在统一的具体机制的一种揭

示 二是关于世界物质统一性 分形论可以从共时态与历时性两个维度

上展开说明 一方面在自然界中蕴含着历史的演化与嬗变的信息 另一

方面部分与分形整体之间普遍的相似性编织了一张世界统一的网络

分形论的产生 也是古代哲学思想在近代自然科学中的重现和历代

思想家们智慧火花的积累 古代哲学为分形论的诞生做好了思想准备

而分形论的创立则为现代哲学关于普遍联系和统一性的原理提供了 新

的数理科学根据

�

世纪之交 世界各国都面临着机遇与挑战 其焦点突出表现在科技

与教育上 近 据一份名为 课程改革 关于科学 数学及技术教育

的革新 的报告报道 经济合作与发展组织的 13个成员国 美国 澳



大利亚 奥地利 加拿大 法国 德国 爱尔兰 日本 荷兰 挪威

英国 西班牙及瑞士正在加强中 小学课程的实践性 使之与学生日常

生活联系得更加紧密 报告还显示 大学里的科学家和数学家们也在转

变思想 更新旧的教育观念 长期以来 我国数学教育与实践严重脱节

的现象曾引起大批有识之士的极大关注 著名数学教育学家张奠宙教授

对此现象极度忧虑 他曾给李岚清副总理写信 希望我国及早进行数学

教育改革 加强数学教育的实践性 并希望这一重要问题能引起政府和

社会的普遍重视

现代教育理论认为 数学教育的主要目的之一是让学生获得对数学

的审美能力 发展学生良好的个性品质 培养他们的创造性思维能力

我们认为 这些能力的培养 其出发点和归宿在于解决科技 经济和社

会中的实际问题 因此 在数学教育中 数学的美及其应用的广泛性都

具有十分重要的作用 从这个意义上说 分形具有不可忽视的重要性

尤金斯 H.  Jurgens 等写道 分形几何除了用于描述自然物体的复

杂性以外 它还能为数学教育的振兴提供一个好机会 分形几何的理论

是直观可见的 它所涉及的形态具有巨大的审美感染力和各种各样的用

途 因而分形几何可有助于反驳那种认为数学枯燥无味和难于接近的看

法 并可激发学生去了解这一令人迷惑和激动人心的研究领域

本书力图展示分形的数学美和它的各种应用 在分形的数学基础一

篇中 除介绍分形与分维的必备知识外 我们给出了不同类型的数学实

例 并指出了它们与自然界的真实物体或过程的联系 我们可以看到

正是那些在传统数学中被称为 病态 的结构 在这里展现出奇异的数

学美 表现出与大自然的和谐与统一 第二篇介绍分形的各种应用 以

此来揭示大自然自组织结构的分形艺术 由于分形理论的应用领域众

多 难以一一枚举 且很多领域的研究成果异常丰富 因此 全面介绍

分形的应用非作者的能力之所及 难免有很多好的素材没有选到 请读

者朋友鉴谅

限于作者水平 书中定有不少不妥和错误之处 望读者朋友们批评

指正



编编编编    者者者者    的的的的    话话话话

�

现代文明的潮流正在我们的时代奔涌 种种新学科 新理论 新思

想往这个历史的潮流中翻波鼓浪 知识更新 学科交又 知识集成在这

个历史的潮流中分合汇聚

改革开放 科教兴国 我们的国家正在走向世界 走向现代化 走

向可持续友展的美好未来 汪这个崭新的发展时期 我们正面临和经历

着不同文化传统 学术观点 科学文化和人文文化的大交流 大碰撞和

大融合

于是 新闻出版报 组织发表的 新学科出版物系列述评 不仅

受到了出版界的赞扬和重视 而且得到了社会的广泛欢迎和好评 正是

在此 系列述评 的直接鼓舞和学术前辈的热情关怀下 新视野丛书

应运而生

新视野丛书 以促进文理相通 科教兴国 社会发展和文化繁荣

为宗旨 将致力于发表 宣传和传播具有强烈时代感的新学科 新理论

和新思想以及对于社会热点问题的新观察 新研究和新思考

新视野丛书 在坚持新颖性和高品位的同时 还注重严谨学风和

活泼文风的统一 以更好地为广大读者服务 以促进对于我们的时代进

行更广泛的思考分析和更深刻的认识理解

�

特别是 新视野丛书 希望自己成为广大读者的阴友 在读者朋

友们的支持下共同招展好通向未来的 有利于思想交流共鸣的知识新视

野

新视野丛书 编委会

�

1996年 6月于北京

�

�
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第一篇第一篇第一篇第一篇

分形与分维分形与分维分形与分维分形与分维——传统数学中的怪物传统数学中的怪物传统数学中的怪物传统数学中的怪物

欧氏几何以及以此为背景的传统数学所研究的图形 或空间形式

都是足够正则 足够光滑的 然而自然界的真实形态并非如此光滑 规

则 充满空隙的宇宙空间 起伏不平的地形地貌 九曲回肠的河流 曲

曲弯弯的海岸线 纵横交错的大地褶皱 断层 裂缝 流体的湍流 相

变点附近的涨落花斑 地下水和石油的渗流 结晶体的分支 生物体的

形态与结构 静电传输误差 股票市场的波动 它们不是欧氏几何意

义下的光滑 规则形体 根据研究问题的需要 光滑 规则的形态不仅

不能较好地近似它们 有的甚至连一级近似也做不出来

19 世纪的数学家也凭借想象创造出来了一些不够光滑 不够正则的

形体 空间形式 如康托集合 维尔斯特拉斯曲线 科契曲线 谢尔

品斯基地毯 皮亚洛曲线等等 但是长期以来 它们被视为是 病态

的或称为 数学怪物 通常只是作为传统数学教科书中的反例 起着

对正则结构的点 和陪衬作用 很少对它们进行较详细的研究 近年来

由于 分形 这一新概念的诞生 才使这些非正则的 数学怪物 获得

了新生 科学家们发现 这些难以想象的错综复杂的结构是数学奇葩

它们以极其简洁的形式描绘出复杂的物体和过程 因此引起天文 地学

物理 化学 生物 材料 冶金 石油等领域的科学家们的广泛兴趣

科学家们称分形几何是大自然本身的几何



第一章第一章第一章第一章    分形的墓本概念与分维数的计算分形的墓本概念与分维数的计算分形的墓本概念与分维数的计算分形的墓本概念与分维数的计算

分形 一词译于英文 fracta1 该词系美籍法国数学家曼德尔

布罗特 B.B.Mandelbrot 于 1975 年 先创用的 他在 1982 年出版的

著作 大自然的分形几何 一书中介绍说 fracta1 一词源于拉丁形

容词 fractus 对应动词 frangere 意为 破碎 产生不规则碎片

同时 与英文 fractional 和 fragment 有相同的词根 意为 碎片 断

片 分数的 因此 fractal 有非规则的 破碎的 分数的等含

义 曼德尔布罗特指出 分形由三个要素组成 即形状 机遇和维数

这里的维数概念与欧氏几何不同 不仅可以取整数 而且可以取分数

初涉分形的读者定会迷惑不解 在传统数学里 形体的维数都是整

数 大家都知道 0维的点 1维的线 2维的面 3维的体 4维的时空

而分形体的维数可以取分数 这倒是有些奇怪了 那么 分形的数学定

义到底是什么呢 为什么分形可以有分数的维数呢 怎么确定分形体的

维数呢 下面我们将对上述问题做出通俗直观的回答 而不计较数学上

的严格性

1 1  什么叫分形

欲从数学角度对分形下一个严格的定义并不是一件容易的事 其

实 从分形诞生至今 20 年来 人们都在不断地探索分形的严格定义

但是至今尚无一个是完全令人满意的 虽然如此 这也不妨碍人们对分

形的理解 科学中未予严格定义的概念可多了 例如集合 生命 混沌

等等 本节中我们先从特征尺度的概念入手给出分形的描述 至于维数

人们可从不同角度对同一分形给出不同意义的维数 我们将在下节讨

论

1.1.1  1.1.1  1.1.1  1.1.1  特征尺度特征尺度特征尺度特征尺度

自然界的形体和人们考虑的各种图形大体可以分成两类 一类有特

征尺度 一类没有特征尺度 这里的特征尺度也没有什么严格定义 可

以指某个形体的尺度中的代表者 因而是针对具体的形体而言的 例如

圆或球的特征尺度即是它的半径或直径 正方形或长方形的特征尺度则

是它的边长 人体的特征尺度既可以是人的身高 也可以是人的腿长或

手长

具有特征尺度的形体 就要用适当的尺度去测量 用厘米去量万里

长江 或用公里去量乙肝病毒 前者尺度太短 而后者又嫌太长 都是

不适当的 我们日常生活中的很多形体 其特征尺度与人体尺度密切相

关 如床的长度 桌椅的高低 营业员卖布用的尺子常用米或尺作单位

可视为特征尺度 为什么不用寸或丈来量度呢 很显然 它与人体的特

征尺度 手长 不匹配 著名科学家郝柏林教授指出[ 1] 特征长度

特征时间等特征尺度可以用来想事推理 并举了计算机微型化会达到什

么程度这一生动例子 内部元件的微型化以分子尺度为极限 还有很大

的发展余地 而外部设备如显示屏 打印机 键盘等则必须与人体尺度



一致 不能无限制地缩小 火柴盒似的荧屏 指甲盖大小的键盘 微雕

艺术品似的打印结果决不会成为常规产品

具有特征尺度的形体有那些特征呢 日本学者高安秀树[2]认为 其

特征之一是 只要保持特征尺度不变 对这些形体稍作简化 其性质不

会有太大的变化 例如 树立一个大小和汽车基本相同的矩形 从远处

看它和汽车不会有很大差别 一般地 这类形体的构造可以用熟知的几

何形体如矩形 圆柱 圆 球等的组合来近似 我们认为这类形体 根

本的 共同的本质特征可能在于下述两点 一 在测量这些形体的时

候改变测量尺度的大小 在允许的误差范围内 测得的结果应该是一致

的 例如 一张长 1.2米的写字台 无论用米 还是用分米 厘米 尺

寸作尺子去测量 测得的结果应基本相同 二 这类形体是光滑的或

近似光滑的 例如 从宇宙空间看地球 它近似为一球体 其大小可用

半径作为特征尺度来描述 尽管地球表面凹凸不平 但与地球的半径相

比是可以忽略不计的

自然界中是否还存在无特征尺度的形体呢 我们先看看下面的例

子 科学家们发现 当人们从不同高度观察海岸线时 看到的形状大致

相同 虽然高度越低 看到的范围越窄 细节越多 但从不同高度观察

和拍摄照片可以发现海岸线有相似的曲折性和复杂程度 这一性质造成

了海岸线长度精确测量的困难 曼德尔布罗特在 1967年发表的关于海岸

线的文章中 得出英国海岸线长度不确定这一结论使人十分惊讶 海岸

线的长度怎么会不确定呢 他在 1975年出版的 分形图 形状 机遇和

维数 一书中 第二章专门讨论 不列颠的海岸线有多长 这一问题

他指出[3] 海岸线的长度是随测量尺度变化的 当人们从不同高度测量

海岸线时 测量尺度随之变化 如果以公里作为单位 那么海岸线上几

米至几百米的一些弯曲被忽略 设这时测得的长度为 L1 如果用米作为

单位 那么较小的弯曲虽然可以测出来 但更小的弯曲仍被忽略 设这

时测得的长度为 L2 则必有 L1 L2 若以毫米为单位 则几乎所有肉眼

能够看出的弯曲都不会忽略 这时测得的长度 L3必大于 L1和 L2 如果考

虑一个极端情况 以原子尺度为测量单位 测出的长度可能达到天文数

值 因此 与直觉相反 海岸线没有特征长度

1.1.2  1.1.2  1.1.2  1.1.2  科契曲线及其性质科契曲线及其性质科契曲线及其性质科契曲线及其性质

现在我们用科契曲线来证实这一事实 英国海岸线如图 1.1 所示

科契雪花曲线如图 1.2

科契曲线的构造如下 设 E0为一单位直线段 将其三等分 中间的

1/3用边长 1/3的等边三角形向上指的另两条边代替 得到的集记为 E1

它包含四条线段 对 E1的每条线段重复这一

图 1.1 英国海岸线的形状

图 1.2科契曲线的构造

过程得到 E2 归纳地 Ek+1 是把 Ek 的每条线段中间的 1/3 用边长 1/3k+1



的等边三角形的另两条边代替得到的 当 k 充分大时 Ek+1 与 Ek 只在

精细的细节上不同 当 k 时 极限曲线称为科契曲线 它被人们用作

典型的海岸线模型 其复杂和粗糙度可以刻画真实海岸线的复杂性和粗

糙程度

先考虑科契曲线的近似 用三角形和直线段来逼近它 粗的近似

为一三角形 它与科契曲线相去甚远 如图 1.3 a 所示 进一步提高

近似 如图 1.  3 b 一 c 把这种操作反复进行 其极限也可以看

成科契曲线 这就是说 如果想用具有特征尺度的图形去近似科契曲线

则在任何时候都会产生不能忽视的误差 为了减小这种误差 就必须准

备无数不同的图形 因此 像海岸线 科契曲线那样的形体是无法用传

统几何中的规则图形去近似的

再考虑科契曲线的测量 如果选用长度为 1 的尺子 这时 大小的

弯曲都被忽略 科契曲线的长度为 1 若用长度为 1/3的尺子测量则得到

长度 4/3 归纳地 若用长度 1/3k的尺子测量 则科契曲线的长度为 4/3
k 当 k 时 其长度趋于 因此 科契曲线也没有特征尺度

从科契曲线的构造还可以看出 该曲线上每一点都是尖点 因此

该曲线是连续而不可微的 根据文献[2]和[4] [5]还可以更细致地总结

出科图 1.3用科契曲线近似海岸线契曲线的下述性质

图 1 3  用科契曲线近似海岸线

1 自相似性 无特征尺度 非光滑性 是这类形体复杂性的主要

表现 没有特征尺度 就必须考虑从小到大的许许多多尺度 这显然是

十分困难的 这类形体在自然界中不是个别的 而是广泛地存在着 如

天空中默默翻滚的积雨云 岩石破裂与可怕的地震 物理学中的连续相

变与湍流等等 正是由于它们没有特征尺度 因而常常成为科学研究中

的难题 在这类复杂形体的背后 是否还存在着规律性和简单性呢 我

们在介绍海岸线时实际上已经提到了 这就是在不同高度 或以不同尺

度 看到的海岸线的相似性 我们再考察科契曲线 不难看到 只要把

[0 1/3]这一部分图形放大 3倍 结果和原来的曲线完全相同 把[1/3

1/2] [1/2 2/3] [2/3 1]上的各部分放大 3倍 也得到同样的结果

把[0 1/9]上的图形放大 9 倍 也得到与原来相同的曲线 对更小的部

分放大相应倍数 结果仍然如此 不论多小的部分 放大适当倍数都得

出和科契曲线一样的图形 这种性质称为自相似性

2 科契曲线具有 精细结构 即在任意小的比例下曲线都含有

丰富的细节 事实上 不管取多么小的尺度 60 度的尖角仍然出现 只

是边长相应减小 这一事实表明 科契曲线的复杂性不随尺度的减小而

消失

3 科契曲线的几何性质难以用传统的数学方法描述 整体上 它

既不是满足某些条件的点的轨迹 又不是任何简单方程的解集 在局部

它不能通过切线来描述 因为它的每一点都是尖点 其切线是不存在的

4 科契曲线的长度为无穷大而面积为零 因此 通常的测度不能

对它给出好的描述 拓扑维数也不能给它以很好的描述

5 科契曲线虽然如此复杂 但是它的定义简单明了 是由单位直

线段通过递归产生的 随迭代步骤的增加 它的逐次迭代 Ek 出它的越来



越好的近似

上述性质 2 3 4 反映了科契曲线的不规则性 而性质

1 5 则说明了科契曲线在新的观点 尺度变换 下的规则性和

简单性 一般说来 分形集合都具有上面所说的某些性质或它们的变形

具有特征长度的形体 是非常规则 光滑的 在欧氏几何体系中已经得

到研究 而任意复杂和粗糙的形体 称之为 几何混沌 其中一部

分是很难处理的 另一部分具有某些本质特征的图形 即 粗糙而又自

相似 的 同时又比欧氏几何中的图形更复杂的图形 就是分形几何的

研究对象 用曼德尔布罗特的话说 分形几何的对象是挤到 几何混沌

和欧氏几何对象之间的第三种可能类型的图形 因此 分形几何研究的

对象从本质上看有别于经典几何 但同时又排除了那些极为无序的几何

形体 所以说 分形几何是介于欧氏几何的极端有序和一般的几何混沌

之间的中间状况 是从有序过渡到无序的中间类型

1.1.3  统计自相似性

形体的自相似性不仅限于科契曲线 前面提到的海岸线 积雨云

相变 湍流等也有类似的性质 除此以外 山脉的起伏 河流的形状也

有类似的相似性 从地图和航空照片来看 如果不借助参照物 房屋

道路等 一般很难估计它的比例尺有多大 此外 人或动物体内的肺

血管 胆管等的复杂分枝构造也有一定的自相似性 但是 这种自相似

性不是严格的 而是统计意义上的 也就是说 局部与整体有相同的统

计分布 例如 在科契曲线的构造中 每次去掉三分之一 而在用与去

掉部分构成等边三角形的另两条边代替时 改用掷硬币的方法决定新的

部分位于被去掉部分的上边或下边 比如正面表示上边 反面表示下边

也可以用掷四面体骰子的办法确定 根据 mod2的余数 0 1 确定 0表示

上边 1表示下边 这样得到的曲线

图 1.4  随机科契曲线 更像真实的海岸线

更复杂 也更像真实的海岸线 如图 1.4 它是统计自相似的 即它

的任意部分放大以后与整体具有相同的统计分布规律

1.1.4  拟自相似集

度量空间 X d 到自身的一个映射 f称为 k拟等距 简称拟等距

如果对 X中的任意两点 x y 有

d x y /k d f x f y kd x y 1.1—1

令 表示变量 的一个 伸缩 表示ϕr x x / r x 1 / r   B  x ro

中心在 xO 半径为 r的圆盘 集 S称作一个 K-拟自相似 或简称拟自相

似 的 如果存在一个 和 使得对 及 和所有的

可以被一个 拟等距映射于 上 其直观意义

k r S X x X r r   
S B x   r K S

o ⊂ ϕr

是 这样的图形的任意小的部分经过放大 然后再经光滑扭曲就可与该

图形的某一更大部分重合 例如 二次复多项式 F Z =Z2 c 对适当



的复参数 C产生的 Julia集 就是拟自相似集[6]

1.1.5  1.1.5  1.1.5  1.1.5  自仿射集自仿射集自仿射集自仿射集

自相似集沿各个方向的伸缩率都相等 它是相似变换下的不变集

压缩比为 r的相似变换将一点 x= x1 xn En变换成点 rx= rx1
rxn 若所定义的变换沿各个方向的伸缩率不全相同 就得到自仿射集

它是一族仿射变换下的不变集 设 r= r1 r2 rn 是一个比率向

量 则一个仿射变换把点 x= x1 xn 变换成点 r1x1 rnxn
更一般地 一个映射 S En En称为仿射变换 若

S x =T x +b x En 1.1—2
这里 T是 En上的非退化线性变换 即 T可表成一个 n n阶矩阵 且 det

T 0 b 是 En 中的一个常向量 直观上 该集合可以分解成若干部

分 而每部分通过一个仿射变换与整体重合

如前所述 目前分形集还没有严格的数学定义 只能给出描述性定

义 鉴于上面提到的各种意义下的相似性 曼德尔布罗特曾经建议把分

形定义为 局部以某种方式与整体相似的形体 但是这一定义过于狭窄

有一些形体 局部和整体之间没有明显的自相似性 例如螺线 噪声中

出现的大量信号曲线并不具有明显的自相似性 但可以看成是分形 而

欧氏几何中的线段 正方形等图形具有严格的自相似性 显然它们不能

归入分形的范畴 可以认为 分形是对没有特征长度但具有某种意义下

的自相似性的形体和结构的总称 历史上 分形还有过其它定义 这要

涉及到分形的维数 我们将在讨论了维数以后再介绍

1.2  1.2  1.2  1.2  分形维数分形维数分形维数分形维数

维数是刻画图形占领空间规模和整体复杂性的量度 是图形 基本

的不变量 早在两千多年以前 欧几里德就给出图形维数的描述 曲

面有两个量度 曲线有一个量度 点连一个量度也没有 这里的量度

即欧几里德维数 后来将其定义为描述空间中的一个点的位置所需要的

独立坐标数目或连续参数的 小数目 例如 定义曲线时需要一个连续

参数 而定义曲面需要两个独立的连续参数

在拓扑学诞生以后 拓扑空间的分类问题是十分重要的[7] 在欧氏

几何或仿射几何中 人们用线性变换进行分类 但是 拓扑空间中线性

概念没有意义 因此必须寻求其它的变换 起初 人们提出用连续满映

射来分类拓扑空间 1890 年 意大利数学家皮亚洛举出一个反例 使人

们感到非常惊讶 他指出 存在定义于闭区间上的连续映射 把区间映

满平面上的二维区域 比如正方形或三角形 现在 皮亚洛曲线已有很

多变体 被称为填充空间的曲线 下面我们举一个简单的例子 详见

[6]

设 表示平面上边长为 1/2 的正三角形 按下述方式构造一个连续

映射的序列 fn [0 1] 前三步如图 1.5 所示 f1的象是通过三角

形重心连接三角形顶点的一条折线 然后把 分成 4 个全等的小三角

形 曲线在每个小三角形内的部分都恰如 f1的象 在向下一步过渡时



每个小三角形又被分成 4个更小的三角形 并引人像 f2那样更复杂一些

的曲线 如此不断地将正三角形分小 fn 的象就逐步扩大了 内被填上

的部分

图 1.5  皮亚诺曲线的构造 前三步

对平面 E2内的两点 x和 y d x y 表示它们间的欧氏距离 设 n

m 则对 t [0 1] 可以找到边长不超过 1/2m的一个三角形同时包含

fm t 与 fn t 因此 d fm t fn t 1/2m-1 对[0 1]中的

任意点 t 成立 这说明函数列{fn}一致收敛 令极限映射为 f [0 1]

由于对每一个 n fn连续 故 f连续 设 x是 内的任一点 x在 E2

内的邻域为 U 因为对每个 n fn的象到 内任何点的距离不超过 1/2n-1

故取 N足够大 使得以 x为中心 1/2N—1为半径的圆含于 U 并取 t0 [0

1] 使得 d x fN t0 1/2N—1 因为 t 在[1 0]时 d fN t f

t 1/2N—1 应用三角不等式得到 d x f t0 1/2N—2 这

说明 f t0 即 的每一点是集合 f [0 1] 的极限点 由拓扑

学知 f [0 1] 是 E2的闭集 其详细说明要用到较多拓扑学知识 请

参考[7] 因此必包含它所有的极限点 这就是说 f的象为整个

皮亚洛曲线的例子说明了两个问题 其一 连续满映射可以把一维

的图形 区间 映满二维的图形 三角形 基本的不变量——维数不能

保持不变 因此不能对拓扑空间进行分类 其二 在定义空间维数的时

候必须十分小心 把图形的维数定义为确定图形中各点所需要的连续参

数的 少个数并不妥当 因为照这样的定义 皮亚洛的例子说明三角形

或正方形区域的维数将是一维的 用同样的方法可以在三维及其以上的

空间中定义充满空间的曲线 这就是说 从自由度的角度考虑 也可把 n

维空间看成一维 这显然是矛盾的

为了避免这一矛盾 必须从根本上重新考虑维数的定义 20 世纪初

期 阐明维数概念的意义并创立维数理论的是前苏联数学家乌雷松 其

定义如下 称图形 X 是 0 维的 如果其中不存在包含多于一点的连通图

形 归纳地 若已定义 n—1 维或更低维的图形 则 n 维图形就定义为

它不是 n—1维或更低维的但可以用 n —1维或更低维的图形把其中任意点

及其邻近点同图形的其余部分分割开 这就是图形的拓扑维数的定义

它是拓扑不变量 即在拓扑变换之下保持不变 它可以解决关于皮亚洛

曲线的疑难 由于用点不能将皮亚洛曲线上的任一点和其他部分分开

因此 填充平面区域的皮亚洛曲线的拓扑维数为 2

拓扑维数只取整数 因此 它还不能对图形的整体复杂性和图形占

领空间的规模给出很好的描述 事实上 在圆锥曲线和皮亚洛曲线之间

还有许许多多的曲线 它们的复杂程度很不一样 占领空间的规模也大

不相同 只要没有填充一个邻域 按乌雷松的定义 它们的拓扑维数都

是 1 科契曲线就是这样的例子 这说明 用拓扑维数作为尺度刻画图形

的整体复杂性和占领空间规模还失之太粗 因此 维数的概念还应该扩

展 在传统数学中 当我们测量图形的长度和面积时 分别用单位长线

段和单位面积的正方形去量度 而线段与正方形的欧氏维数分别为 1 和

2 与被测对象的维数一致 若用线段去量正方形 其结果为无穷 说明



所用的尺度 太细 反之 若用正方形来量线段 所得结果为零 说

明所用尺度 太粗 因此 在测量图形时 测量结果与所采用的尺度

有关 欧氏几何中的规则 光滑的对象的测量 整数维尺度就可以很好

地解决 但是 对于科契曲线 用一维尺度去测量 其长度为无穷 而

用二维尺度去测量 其面积为零 因此 一维尺度太粗而二维尺度太细

用非整数维的尺度可能正合适 这就要求把维数扩展到 1 与 2 之间的实

数 类似地 为了刻画完全不连通集 维数应该扩展到 0 与 1 之间的实

数 为了刻画不同曲面占领空间的规模 维数应该扩展到 2 与 3 之间的

实数等等

维数跳出整数的圈子 就产生了分维数 由于分形集的复杂性 对

不同的测量对象需要不同的测量方法 因此引进了分维数的不同定义

目前尚没有对所有分形集都适合的定义 各种意义下的分维数简称为分

维

1.2.1  1.2.1  1.2.1  1.2.1  相似维数相似维数相似维数相似维数

相似维数的引入受到规则形体如线段 正方形 立方体的启发 如

果把线段 正方形 立方体的边分成两等分 这时的线段是原来一半长

度的二个线段 正方形被分成四个全等的小正方形 立方体被分成八个

全等的小立方体 也就是说 线段 正方形 立方体可被看成是由 2 4

8 个与整体相似的图形组成 2 4 8 这些数字可以改写成 21 22 23

这里出现的指数分别与图形的欧氏维数与拓扑维数一致 一般地 若把

某个图形的长度 或标度 缩小 1/r时得到 N个和原图形相似的小图形

有 N=r—D 则指数 D就具有维数的意义 称为相似维数 记为 Ds 由下式

计算

Ds=1ogN/log 1/r 1.2—1

如果把科契曲线分成四个相等的部分 则每个部分是原图形大小的

1/3 或者说 把原图形的每一部分放大 3倍 就可以得到四个和原图形

相似的图形 因此 其相似维数 Ds=log4/log3=1.2618 这个非整数维

数 恰好定量地表现了科契曲线的复杂程度 后面我们还将指出 它也

对海岸线的复杂性给出了好的描述

1.2.2  1.2.2  1.2.2  1.2.2  豪斯道夫维数豪斯道夫维数豪斯道夫维数豪斯道夫维数

相似维数既很重要又很简单 但是实用范围是很有限的 因为只有

对严格自相似的分形集 才能定义这一维数 豪斯道夫维数不仅是具有

严格的数学定义的维数 而且实用范围广 不仅对一般的分形集有意义

而且对一些非分形集有意义 下面是该定义的直观表述 设 F 是 d 维欧

氏空间的子集 令 N 表示覆盖 F所需要的直径为 的 d维球的个数

如果当 0时 N 的增加与 之间有关系

N   —D当 O 1.2—2
则说 F的豪斯道夫维数为 D 例如 用直径为 1/3 K的小球来覆盖科契

曲线 所用的小球数为 4k 个 因此 科契曲线的豪斯道夫维数

D=log4/log3=1.2618 豪斯道夫维数的严格定义为 设 F 是度量空间



的一个子集 r 0 0 F的 r维外测度 mr F 定义为

mr F = liminf U U
0 i

r
i 是

ε→
∑ ||

i

F的有限覆盖且 0 Ui 1.2—3

mr F 可以为 0或 取决于 r的选取 即 mr F 关于不同的 r 存在

一个使 mr F 从 跳跃到 0 的唯一临界值 Dh 当 0 r Dh时 mr F

= 即测量尺度太细 当 Dh F r 时 mr F 0 即测量尺度

太粗 当 r=Dh F 时 0 mr F 这个唯一的临界值 Dh F

就是 F的豪斯道夫维数 可以写成

Dh F =inf r mr F =0

=sup r mr F = 1.2—4
例如 对科契曲线 E 若 D log4/1og3 则 mr E = 若 D 1og4/log3

则 mr E =0 若 D=log4/log3 则 mr E 为非零有限值 事实上 通

过简单的计算可知 mr E 的值为 4/ 3Dh—4
自相似集的豪斯道夫维数一般等于它的相似维数 除个别集外 豪

斯道夫维数的严格计算一般是很困难的 为了计算上的方便 人们又引

人了容量维

1.2.3  1.2.3  1.2.3  1.2.3  容量维数容量维数容量维数容量维数

假设 E是 d维欧氏空间中的有界子集 N 是覆盖 F的半径为

的闭球的 少个数 则容量维 Dc定义为

D = lim logN / log 1 /             1.2 - 5c 0ε→

这是因为在 0 时 N 与 —Dc 成比例 所以 1.2—5 成立 而

且 在 0时 有

logN ─Dclog =Dcloog 1/ 1.2—6

此式提供了近似计算容量维的实验方法 在不同的标度 下 计算出不

同的 N 在双对数坐标系下 用 小二乘法回归点 log 1/

logN 就可求出容量维数 当然 这里涉及无标度区问题 我

们将在后面介绍

在很多时候 Dc与 Dh一致 但有时候取不同的值 一般地 有关系

Dc Dh 1.2—7

上述维数都有较严格的数学定义 而且已有不少数学上的结果 但

是在应用中 也存在不适合 不方便之处 在应用中 人们还提出了一

些具有实用意义的分维和确定维数的多种方法 自然界中 并不存在像

数学上那样严格 规则的分形 大量存在着的只是近似的分形 所谓的

自相似性 也只在一定的标度范围存在 所以 有必要讨论无标度区间

1.2.4  1.2.4  1.2.4  1.2.4  无标度区间无标度区间无标度区间无标度区间

在讨论科契曲线的性质时 我们已经看到 曲线的某些性质如复杂

程度 非规则性等 不随尺度的缩小而改变 这就是所谓的无标度性

无标度性与自相似性是一致的 而无标度区间 则指自相似性存在的范



围 研究表明 实际系统的尺度变换受到大小两头的限制 在中间一段

无标度区间内 可以视为分形 超出这一区间自相似性便不复存在 实

际系统的无标度区间如图 1.6所示

图 1.6  无标度区间示意图

有了无标度性这一概念 就可以给出实用的维数定义

1.2.5  1.2.5  1.2.5  1.2.5  量规维数量规维数量规维数量规维数

设 C 是一无自交点的约当 Jordan 曲线 即 C 是区间[a b]在连

续双射下的象 由于[a b]紧致 E2 是豪斯道夫空间 由拓扑学的一个

定理[7]可知 C是[a b]的同胚象 设 0 x0 x1 xm是 C上的

点且满足对 k=1 2 m xk—xk—1 定义 M   C 为点 x1
x2 xm 的 大数目 则 M C —1 可以看成利用两脚间距

为 的两脚规测量 C所得的长度 当下述极限存在时 其值定义为

D C M Cdiv ( ) lim (log ( ) / ( log )) ( )= − −
→0

1 2 8

若极限不存在 可改用上 下极限定义上 下量规维数 曲线的量规维

数大于或等于容量维数 在简单的自相似集 如科契曲线 中 它们相

等

这一维数常用于求自然界中的曲线的分维 设想有一张绘制得很精

确的海岸线地图 我们用两脚规来测量其长度 假设两脚规张开的长度

为 r 沿着海岸线用这个两脚规一步步的测量 量出的步数记为 N r

于是 海岸线的长度 L r 可以写成

L r =N r r 1.2—9
改变 r的大小重复测量过程 r越小 N r 越大 反之亦然 在无

标度区间内 N r 与 r之间有如下关系

V r =Kr-Df 1.2—10
式中 K为常数 Df就是量规维数 把 1.2—10 代入 1.2—9 即得海岸

线长度和测量尺度之间的关系

L r =Kr1—Df 1.2—11
由此可见 Df 较好地描述了海岸线长度随测量尺度变化的快慢情况 即

海岸线的复杂弯曲程度 在双对数坐标系中 作 logr logL r 的

散点图 识别出无标度区问 可用文献[8]的方法 再用 小二乘法回

归无标度区间内的点 logr logL r 求出 1—Df 即可求出分维 Df
曼德尔布罗特求出英国西海岸线的分维 Df 1.25 德国届境线 1899年

Df 1.15 西班牙与葡萄牙国界 Df 1.14 澳大利亚海岸 Df 1.13 南

非洲海岸 Df 1.02 这表明了海岸线和国境线的分形性质

著名科学家理查逊 L.F.Richardson 早就研究过海岸线 由于对

海岸线和曲折的国境线感到怀疑 他核查了西班牙 葡萄牙 比利时和

荷兰的百科全书 发现这些国家对共同边界长度的估计相差 20 1961

年 他经验性地发现了前面的公式 1.2—11 但是 他只把 Df看作一

个指数 而未能指出它的特殊而深刻的意义 曼德尔布罗特在分形方面



的第一个贡献就是把理查逊公式中的 Df解释成分维 从而使海岸线成了

一个经典的分形实例 目前 人们已应用科契曲线来模拟形态各异的海

岸线 图 1.7就是计算机模拟的海岸线 与真实的海岸线十分相似

图 1.7  计算机模拟的海岸线

1.2.6  1.2.6  1.2.6  1.2.6  计算维维数的方法计算维维数的方法计算维维数的方法计算维维数的方法[2,9][2,9][2,9][2,9]

1 改变粗视化程度求维数

上述求量规维数的实质实际上是改变粗视化程度 用不同长度的线

段去近似海岸线 当然也可以用圆或正方形去近似它 此方法还可以推

广到二维或者更高维数的空间中 例如 设 F是平面上的一个离散子集

现在要求 F 中的点的分布的维数 首先 用间隔为 r 的格子把平面分成

边长为 r 的正方形 再数出有多少个正方形含有 F 中的点 把这些正方

形的数目记为 N r 然后改变 r的值重复上述过程 如果对不同的 r

有关系式

N r r—Df 1.2—12
成立 则 Df就是下的分维 这种方法不仅可以用来分析曲线形状和点的

分布 而且可以用来处理像断层 裂缝 河流这类含有大量分岔的图形

这种方法还可以用来分析点的随机分布 和前面一样 把空间分割

成尺度为 r 的单元 考察某个物理量在空间的分布 第 i 个单元含有该

物理量的概率记为 Pi r 根据香农 Shannon 的信息论 信息熵 即

信息总量的期望值 为

H r = - r logP r          1.2 - -13
i

iPi∑
P r r = 1 r, H ri 满足 如果对不同标度的 满足Pi

i
∑

H r H0—Dllogr 1.2—14

则该物理量有分形分布 Dl为分维 称为信息维数

2 根据测度关系求维数

考虑形体的测度特征 设长度为 L 面积为 S 体积为 V 它们有如

下关系

L S1/2 V1/3 1.2—15
现在假设 F是一个非规则的集合 其豪斯道夫测度为 分维为 D 则可

把 1.2—15 推广为

L S1/2 V1/3 1/D 1.2—16
并运用式 1.2—16 求出维数 D 例如 用它来求岛屿的海岸线的分维 D

假设岛屿的面积为 S 长度 为 由 1.2—16 得 S1/2 1/D 首先

把所考虑的平面分割成边长尽可能小的小正方形的集合 只要小正方形

中包含有海岸线 就把它涂黑 数出黑正方形的个数 记为 Sb 与白正

方形相邻的黑正方形的个数记为 b 当单位正方形足够小时 可以认为

S Sb b成立 如果有关系式

S          1.2 - -17b
1/2

b
D1/

成立 则海岸线的分维为 D 这里的单位正方形取得越小 误差越小 它



与粗视化方法不同的是不必改变单位正方形的大小

这一方法也可以用来求空间中离散分布的点集 F 的分维 以 F 中的

一点为中心 以 r为半径作球 它所包含的 F中的点数记为 M r 改

变 r的值 如果对不同的 r 能得到关系式 M r —D 则 D就是 F的分

维 这里的点既可以是几何中的点 也可以是某个物理量 如质量 电

荷等 运用这一方法 关键的问题是球心的取法 一般地 可以对不

同的球心求出 D 然后取这些 D的平均值 好的方法是把球心取在分布

的重心上

值得指出 1.2—16 和 1.2—17 中的 不是欧氏测度而是豪斯

道夫测度 在具体分形的维数计算 如计算岛屿边界 时 如果都取欧

氏测度 则周长-面积关系为[10]

L =  a S   1.2 - -18E
1/D

o
1-D /D 1/2

这里 是码尺 LE 欧氏长度 aO 是常数 称为形状因子 当 D=1 时

1.2—18 变成 LE=aoS
1/2,与欧氏几何中的周长-面积关系一致 同理可

得表面积一体积的关系式

S = k V       1.2 - -19E
1/D

o
2-D /D 1/3

式中 SE 是形体表面的欧氏面积 D 是表面分维 ko 是比例常数 当 D=2

时 上式与欧氏几何中的表面积 体积关系一致 高维空间的情况可以

类似地分析

3 密度相关函数法[2 11]

假设某量 如微粒 在空间中随机地分布 在点 x 也可看成向量

处的密度为 p x 空间中另一点 x r的密度为 x r 则 x

x r 的密度相关函数为

C r = x x十 r 1.2—20
此处 表示平均 规定在点 x有微粒 则 x =1 无微粒则 x

=0 当 r远大于微粒尺寸 远小于分形集的尺寸时 如果 r和 C r 有

关系

C r KrDf-d 1.2—21
式中 K是常数 d是分形所在欧氏空间的维数 则 Df就是分形集的分维

例如 对于 DLA Diffusion  Limited  Aggregation 即置限扩散凝聚

模型 用这一方法求得分维 Df=1.66

对相关函数 C r 作傅立叶变换 其波谱

F k = 4  cos 2 kr C r dr k 1.2 - -22d-D-1

0

∞

∫
式中 k为波数 求出其幂指数 d—D—1 后 就不难求出其维数

4 利用分布函数求维数

分形集中 如果某一几何量或物理量的分布有概率密度 P s s

是一尺度 则尺度大于 r的量的分布 P r 可表成

P r = s ds         1.2 - -23
r

∞

∫
如果在尺度变换之下 该量的分布不变 那么对任意的 0 有 P r

P r 能满足这种分布的量 通常有负幂律分布

P r r—D 1.2—24
在应用 1.2—24 时 为了避免 P r 在 r O 时发散 可设定 r



的下限使 P 0 =1 或取二个以上 P r 的比

研究发现 月面上月坑的分布 语言学中的齐普夫 zipf 词频法

则都近似地满足 1 2—24 式的分布

5 频谱法

前面的改变粗视化程度的方法 如果放到频率域上来分析 它相当

于改善截止频率 fc 即把比 fc 更细的振动成分舍去的界限频率 因此

如果波动表现出分形的特征 那么即使改变截止频率 fc 也不会改变波

谱的大致形状 它相当于 即使改变观测尺度 即作尺度变换 f f

波谱形状也保持不变 具有这种性质的振动的频谱 或功率谱 必然有

如下的分布

S f   f— 1.2—25
如果讨论的是曲线如地震波 经济波动等 则

=5—2D 1.2—26
如果讨论的是曲面 如地貌 地震波传播的波前面等 则

=7—2D 1.2—27
我们研究了地震勘探中的 CDP 记录 曲线 波前面 曲面 它们都

有类似于 1.2—25 的分布[12 13 14 15]

6 重整化群方法[10 11]

重整化群理论是著名物理学家威尔逊 K.G.Wilson 1974年提出的

其大意如下 在取定的物理模型 如原子模型 下 将 a 取成点阵常数

时 不同格点上的某个物理量为 Pa 若把尺度变换为 2a 3a 则物

理上相当于把原子模型改成原子簇或块体模型 相应的物理量记为 Pia
i=2 3 上述过程相当于引进标度变换 T 威尔逊假定 在标度

变换 T下 物理量之间存在如下关系

Pna=T P n—1 a  n=2 3     P1a=Pa
1.2—28

或等价地将上式改写成

Pi=T
i +1=Ti+1 P   i=1 2 1.2—29

这里 Ti表示变换 T的 i次复合变换 它们满足

T0=I 1.2—30
TiTj=Ti+j 1.2—31

上式中的 I表示恒等变换 一般情况下 Ti 未必有逆变换 所以从

上两式知 Ti i=0 1 2 构成一个半群 通常称为重整化群

重整化群理论的一个主要结果是不动点存在定理 该定理指出 若

Pn 的极限存在且为 P* 则 P*为重整化变换 T的不动点 即 P*=T P*

虽然这一结果至今未被证明 但人们已经承认这一事实并加以应用

前面已经指出 自相似集 F都可以看成是从某一原始图形 Fo出发

按照某种规则逐次迭代产生的 这种迭代规则即标度变换 T 第 n步的图

形 Fn经迭代后得到 Fn+1 即

Fn+1=TFn=T
n+lF0 n=0 1 2    1.2—32

F F T i = 0 1 2n
i是迭代的极限集 即 显然 构成重整化lim

n→∞

群 由不动点存在定理知 F为重整化变换 T的不动点即不变集 F=TF



若每一步按 1/b的规律改变长度标度 相应的重整化群记为 Tb,图形

Fn的某种可测量如长度 面积 体积等用 L TbFn 来表示 则

TbFn=Tb TbFn-1 = Tb
nFo 1.2—33

根据自相似性 有

L Tb Fn+1 =bDL Fn 1.2—34

式中 D 表示分形集的维数 由于只有当 Fn进入一定层次之后 1.2—34

才能成立 故

D = lim log[L T F / L F ] / logb 1.2 - -35
n b n+1 n→∞

上式给出了计算分维的一种简便方法

自然界中的渗流问题实质上是临界点问题 因此运用重整化群方

法 容易计算渗流集团的分维 文献[10]中给出了多孔介质渗流集团的

分维 对正方形点阵 渗流集团分维 D 1.79 而三角形点阵上渗流集团

的分维 D 1.476 在文献[16]中 汪富泉给出了裂缝介质中渗流集团的

分维 地台区裂缝系统渗流临界集团的分维 D 1.6 而褶皱区临界渗流

集团的分维 D 1.46 在文献[16]中 考察了碳酸盐岩地区一个实际的阳

新统断层与裂缝系统 其分维 D 亦在 1.6 左右 由此可以推断该系统具

有较好的渗流性 再根据不同部位的地质构造情况 可对油气产层做出

较好的评价 详细内容将在第四 第五两章讨论

7 关联维数与 G-P算法[8 9 11]

在科学研究和日常生活之中 时间序列是经常遇到的 在科学实验

或社会经济活动中 我们所研究的对象可能受到很多因素的影响 涉及

到的变量是很多的 我们不可能跟踪每一个变量 因而只能把它投影到

平面或直线上来观察 即只能采集到一两个变量的数据序列 借助现代

数据采集设备 可为少数观测量取得很长的时间序列 这样的时间序列

是否具有分形的特征呢 能否在不知道对象所处的背景空间 相空间

维数的情况下 从少数甚至单一的时间序列中求出关于维数的信息呢

1983年 格拉斯伯格和普洛克西娅 P.Grassberger和 1.Procaccia 根

据怀特海 Whitehead 的嵌入定理和帕肯 Pack-ing 重建相空间的思

想提出了从实验数据序列求分维的算法 现在通称为 G-P 算法[17] 这

一算法不仅受到物理学家的广泛重视 而且不少化学家 生物学家 生

理学家和经济学家也掌握了这一方法并用来处理自己的数据 鉴于人们

在实际工作中广泛地采用这一方法 下面我们详细地介绍这一算法

设实验中测得的时间序列为 x1 x2 xi 其中 xi 是第

i时刻测得的值 现在把这些数据分成若干组 假设每组分 m个数据 取

定一个步长 例如取 =1 则第一组的数据记为 y1= x1 xm
然后右移一步得第二组 y2= x2 xm+1 如此划分下去 一般地

第 j组的数据 yj可以表成

yj yj ym+j—1  j=1 2 Nm 1.2—36

若时间序列的长度为 N 则按上述方法 时间序列被划分成 Nm=N—m

l组 其中每一组数据即是 m维空间中的一个矢量或一个点 所有这些

点构成 m维欧氏空间 Em中的一个子集 J m 定义这些点之间的距离

r = d y y = x - x  1.2 - -37ij i j i+1 j+1
2 1/2∑



式中对 l 0 1 m—1 求和 首先任意固定一个 i 对 j=1 2

Nm计算出 rij 这可以看成是以 yi为球心 rij为半径作球 再改变 i 的

值重复上述计算 这相当于改变球心再作球 于是得到一系列的小球

现在用半径为 r的 筛子 来筛这些小球 显然半径比 r小的球就 漏

下去 漏下去的小球与小球总数的比 C r 称为关联积分函数 可表为

c r = 2 H r - r / N N -1    1.2 - -38ij m m∑
式中对 i,j 求和 指标变程从 1 到 Nm H x 是海威赛 Heavi-side

函数 即当 x 0时取值 1 而 x 0时取值 0 如果对充分小的 r 关联

积分逼近下式

lnC r =lnC+D m lnr 1.2—39
则子集 J m 具有分形的特性 其分维

D m = lim lnC r / lnr       1.2 - -40
r 0→

若 D m 不随相空间维数 m的升高而改变 即

D D m              1.2 - -412 lim
m→∞

就是所考察的动力系统的吸引子维数 称为关联维数 它可以为我

们提供所考察的系统动态的有用信息 当 D2=1 时 我们处理的系统是周

期振荡的 当 D2=2时 我们面临的是具有两个不可通约频率的准周期振

荡 当 D2不是整数或大于 2 时 系统将表现出一种对初始条件敏感依赖

的混沌振荡

在使用 G-P算法时 下列几点值得注意[8 9]

1 距离公式 1.2—37 涉及到平方和开方 因此是非线性的 不

易求出递推公式 在计算过程中 包括很多重复的计算 浪费机时 为

了简化运算 可定义另外两种距离

r = x - x |                   1.2 - -42

= max x - x 0 l m -1 1.2 - -43

ij
(1)

i+1 j+l
l=0

m-1

i+l j+l

|

( )

∑
rij

2

这时可以推出递推公式 例

r = r x x - x        1.2 - -44i+1, j+1 ij
(1)

j i+m j+m
( ) |1 − −xi 十

根据拓扑学的知识 上述三种距离产生的拓扑是等价的 因而都是

欧氏距离 所以我们可以选择 1.2—42 定义的距离 在应用中可以节

约大量的计算时间 详细讨论可参考文献[ 8 9]

2   G-P算法对样本量有一定的要求 D2越大 要求样本量越大

例如 当 2 D2 3时 低样本量 Nmin=1764 当 3 D2 4时 Nmin=74088

因此 样本量数给出了 D2的上限

D2 max 21ogN/log 1/P 1.2—45

式中 P是 小标度与吸引子直径的比 若求出的 D2 超过这一上限

则是无意义的 详细讨论可参考文献[9]

上面谈到的分形 只涉及到一个标度的变换 可称它们为单分形 或

简单分形 如果同时涉及到多个标度的变换 则我们所遇到的就是所

谓的重 或多重 分形 我们将在 1.4节中讨论



1.31.31.31.3 传统数学中的怪物传统数学中的怪物传统数学中的怪物传统数学中的怪物

——分形的数学实例分形的数学实例分形的数学实例分形的数学实例

前面我们多次提到的科契曲线是传统数学中一个十分有名的反例

其原因在于 18世纪的数学家们认为 连续函数 多只在可数个点不可微

分   1872 年 分析学大师维尔斯特拉斯 K. Weierstrass 发现了一

个处处连续但不可微分的函数 使数学界为之震惊 由于维尔斯特拉斯

构造的函数是无穷函数级数 所以人们认为   Weierstrass函数是极为

病态 的例子 处处连续而不可微分的函数的结构想必都是十分复杂

的 1904 年科契从几何的角度出发 通过线段的递归作出了处处连续而

不可微分的函数的第一个例子 使人们认识到连续函数的结构未必都是

很复杂的 而且这是人为构造的局部与整体严格自相似的典型例子之

一 除科契曲线以外 传统数学中还有一些其它反例 本节中我们将介

绍几个典型的例子

1.3.1   1.3.1   1.3.1   1.3.1   康托集合康托集合康托集合康托集合

1872年 集合论创始人 德国数学家康托 G. Cantor 为了讨论三

角级数的唯一性问题 构造了一个现今被称为三分康托集的奇异集合

其构造如下 从单位区间 E0出发 去掉中间的 1/3 得到的集合记为 E1
它包含两个子区间[0 1/3]和[2/3 1] 接着去掉 E1的两个子区间各自

中间的一段得到 E2 设已作成 Ek 它由 2k个长度为 3—k的小区间组成

从每个小区间出发 去掉中间的 得到 作为点集 显然1 / 3 E Ek+1 k+1 ⊂

E < /PGN0037.TXT / PGN > F = E [0 1]k k其极限集 就是三分康托集 它由 区间中可以展
k =

∞

0

3 ai3 a = 0 2 a 1-i
i i为底的幂级数 形式的数组成 或 即 不取 这

i=

∞

∑
1

是由于从 Ei 得 Ei+1 时要去掉每个小区问的中间 1/3 因此就去掉了那些

使 ai=1 的数

三分康托集有许多奇怪的性质 从拓扑学上看 它是紧致的 完全

不连通的完备集 而且具有连续统的基数 但是它的长度为 0 因此 在

传统数学中它被看作数学怪物 当时 人们认为这类集合在传统数学的

研究中是可以忽略的 但康托的研究结果表明 这类集合在研究象三角

级数的唯一性这样重要的问题时不仅不能忽略 而且起着非常重要的作

用 为了描述自然界的几何形态 它们更是必需的 正如曼德尔罗特所

说 我不想声称这些集合如此美妙以至一定会派上用场 我只是想要

人们承认 正是使康托不连续统是病态的那些性质到头来却是间歇现象

的现实模型中必不可少的东西

与科契曲线类似 不难看出 三分康托集 F 具有下述典型的几何性

质

1 F是自相似的 即 F的每一个充分小的局部与 F是几何相似的

E1 的两个区间内 F 的部分与 F 相似 相似比为 1/3 将每一部分放大 3



倍就得到 F E2的每个区间内 F的部分也与 F相似 相似比为 1/9 将每

个部分放大 9倍也得到 F 因此 F中包含了无穷多个不同比例的与 F

相似的样本 如图 1.8

2   F 有精细结构 它包含有任意小比例的细节 用越来越大的

倍数观察 F 间歇就越来越清楚

3 F的定义简单明了 是一个简单图形 单位直线段

图 1.8  三分康托集的构造

Eo 通过迭代产生的 即是不断地去掉中间的 1/3 而得到的 迭代的步

骤越大 Ek越逼近 F

4 F 的几何性质难以用传统的术语描述 它既不是满足某个方程

的解集 也不是满足某些简单条件的点的轨迹

5 F 的局部性质也难以用传统的数学语言描述 在它的每点附近

都有大量被各种不同间歇分开的其它点

F虽然是不可数无穷集 但 F的勒贝格测度为 0 事实上 Ek的长度

为 2k3-k= 2/3 k k 时 F的长度为 0 因此 勒贝格测度不能对 E

给出好的描述 图形的拓扑维数 0 和 1 也不能对 F 给出好的描述 因为

按拓扑维数的定义 DT F =0 但是 F的初次构造中的两个特征量 相

似比 1/3 和与原图形相似的新图形的个数 2 可构成新的特征量 Ds
DH=log2/log3 即相似维数或豪斯道夫维数虽然是非整数 却对集合 F

的复杂程度和占据空间的规模给出了好的描述 它使得集合 F 既能够区

别于可列点集又能区别于区间[0 1]

1.3.2  1.3.2  1.3.2  1.3.2  谢尔品斯基集合谢尔品斯基集合谢尔品斯基集合谢尔品斯基集合

波兰数学家谢尔品斯基 W.Sierpinski 1915 年给出从平面上的二

维图形作曲线的有趣例子 如图 1.9所示

在图 1.9中 把一个单位正方形 Do划分成 9 个相等的小正方形并挖

去中间一个得到 D1 把 Dl的每个小正方形再分成 9个相等的更小的正方

形并挖去各自中间的一个得 D2 重复这一过程至无穷 极限图形 F 为一

曲线 称为谢尔品斯基地毯 如图 1.9 C 所示

图 1.9  谢尔品斯基地毯的构造

将上述构造过程中的正方形改成三角形 在每步构造中都将前次的

正三角形等分成 4 个小正三角形并去掉中间的一个 这一构造过程的极

限图形是一曲线 称为谢尔品斯基垫 如图 1.10所示

图 1.10  谢尔品斯基垫的构造

这两种曲线有着和康托集合 科契曲线类似的性质 地毯的分维

Ds=DH log8/1og3 垫的维数 Ds=DH=log3/log2

谢尔品斯基垫还显示出一种重复的分叉过程 它的每一点都是一个

分叉点 在拓扑学中 对谢尔品斯基地毯的性质有过比较深入的研究

比如平面曲线和地毯的关系 若能嵌入平面内的曲线也能嵌入地毯内



则称为万有平面曲线 人们已经证明 不能嵌入平面内的曲线也不能嵌

入地毯内

从空间中的单位立方体出发 与地毯构造方法类似地可以得到 E3中

的谢尔品斯基海绵 如图 1.11 所示

图 1.11 谢尔品斯基海绵的构造

谢尔品斯基海绵是一曲面 易见它所包围的体积有限而它的表面积

确无限大 奥地利数学家盂格尔证明 任何曲线都能够嵌入到谢尔品斯

基海绵中

应用谢尔品斯基的方法可以构造许多分形集 例如 在每次构造中

将一个正方形分成 16个相等的小正方形 保留其中的 4个而把其余的去

掉 这一过程的极限集合是平面上的一个康托尘 如图 1.12所示 其维

数 D DH=1 在这一过程中 如果保留不同次序或不同个数的小正方形

就构造出不同的分形集 应用相同的方法但使用两个不同的相似比 可

以构造出类似于雪花的分形集 如图 1.13所示 容易看出 这里的康托

尘和雪花也有类似于科契曲线和康托集合的性质

1.3.3  1.3.3  1.3.3  1.3.3  维尔斯特拉斯曲线维尔斯特拉斯曲线维尔斯特拉斯曲线维尔斯特拉斯曲线

维尔斯特拉斯曲线是数学分析中的一个重要反例 原来人们认为连

续函数只在个别的点处不可微分 或者说不可微分的

图 1.12 平面上具有整数维数的康托尘集的构造

图 1.13 具有两个两个相似比的自相似集的构造

点 多是可数的 但是德国数学家维尔斯特拉斯这位分析学大师在 1872

年发现了处处连续但处处不可微分的函数

f x a b xn n

n
( ) cos( )=

=

∞

∑ 1.3 - -1
0

其中 0 a 1 ab 1 3 /2 b是奇数

这一结果的发表曾经使数学界为之震惊 现在维尔斯特拉斯函数已

有许多变形 例如

f x = 3 / 2 sin[ 3 / 2 x ]  1.3 - -2-n/2 n

n=1

∞

∑
著名的是

f x = sin x 1 s 2 1   s-2 n

n=1

n
∞

∑
1.3—3

曼德尔布罗特提出的变形为

f x = 1- cos x 1 s 2 1 1.34 < /PGN0042.TXT / PGN >s-2 n n

n=-

n=+

∞

∞

∑
它满足

f x = 2-sf x        1.3—5



令г= K f x 0 x 1 表示维尔斯特拉斯函数的图象 则

1.3—2 式的曲线 P 如图 1.14 所示 由于无穷项求和导致了函数具有

精细结构 而且处处不存在切线 因此 它不能像光滑曲线那样 可以

用经典的微积分来研究 它也不像科契曲线 康托集合 谢尔品斯基集

合那样 局部与整体之间是严格自相似的 但是 它有一种自仿射性

即纵横两个方向具有不同的标度特征 正因为如此 维尔斯特拉斯曲线

维数的研究比自相似的分形集更为困难 对于 1.3—3 式 DH г

s 而对等号的严格证明至今尚未见到 对于 1.3—4 式 DH г s

图 1.14 维尔斯特拉斯曲线

如今 维尔斯特拉斯函数已经推广到更一般的形式

< /PGN0043.TXT / PGN > W t = [1- exp i t ]exp i n   1.3 - 6s-2 n
n

n=-

n=+
n ϕ

∞

∞

∑

式中 任意 这一函数的标度性质已经应用于海底1 s 2 1 ϕn

地形剖面线的研究 该函数称为维尔斯特拉斯—曼德尔布罗特函数 简称

w-M函数 实际上 该函数在研究地貌的分形性质和模拟地貌剖面线时

有着重要的应用 奥斯罗斯 Aus-loos 和贝尔曼 Berman 还把 W-M

函数推广到多变元

W r M A ik r a i km
m

n
n

m m n
n s

n

n

( ) [(ln ) ] [ exp( cos( )]exp( )( )/ /
,= − −

=

=+∞
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31 ϕ

式中 为向量 是波数 是振幅 是位相 是曲面的r k A ao m m n mϕ
褶方向角 选取适当的参数 M s 等 W r 的图象是分形曲面 可

以模拟起伏不平的地表 W r 的图的维数 DH=s 2 s 3

还有其它类型的处处连续而不可微分的函数 例如 把 1.3—3 中

的 sinx换成如下定义的分段函数

g k x
x x

x x
x x

( )4
0 1

2 1 2
4 3 4

+ = −
−









所得到的函数仍然是处处连续但处处不可微分的 处处连续但处处不可

微分的函数还有德 拉姆 de  Rham 函数等等

1.3.4  1.3.4  1.3.4  1.3.4  胖分形胖分形胖分形胖分形

在 1.2 中讨论维数时 我们已经引进了填充空间的曲线 这些曲线

的特征是有正的勒贝格测度 现在我们把填充空间的集合的概念进一步

推广 引进胖分形的概念

胖分形是指具有分形边界且勒贝格测度不为零的集 这一概念是昂

伯格 D.K.  Umberger 和法默 J.D. Farmer 在 1985年首先提出的

胖分形的勒贝格测度为非零有限值 维数为整数而且与所在的欧氏

空间维数相等 因此 分维已经不是描述胖分形的敏感参数 通常需要



引入胖分形指数来刻画它

设一迭代过程的不变集合为一胖分形 F 其所有尺寸小于 的孔所

构成的粗粒集记作 A 则对每一个充分小的 A 的勒贝格测度 面

积

A 0十 f A 1.3—8

其中 是极限集 的勒贝格测度 而o 0 o= lim A F A
ε→

因此 这一测度可用来刻画胖分形 目前 已有刻画胖分形的几个标度

指数 一个指数 由下述标度特征定义

十A = A             1.3 - -9o ε

= limlnf A / ln = limln| A / ln   
0 0 oε ε→ →

−

1.3—10
上式提供了刻画胖分形的一个有用的参数 当幂律关系 1.3—9 不成立

时 上式仍能产生一个有用的数几 例如 当 A = o ln

或 o 1/ In |或 o e-1/ 时 可以得到 分别等于 0或 所以

的变化范围为 0 对于非分形 = 对于瘦分形

这时 是 所在的欧氏o
d-D= 0 A = A f A dJ Fε

β f

空间的维数 Df d 这表明 是集的分形余维数 因此 对胖分形 产

生不同的分形指数 每一种都可看作对应分维的推广

格里波基 C. Grebogi 等采用了另一方法来定义粗粒集 其实质

是闵可夫斯基容度 在瘦分形的情形对应容量维

设 S是一集合 S 表示用 加胖 S生长成的集合 它是原集加

上与 S的距离不超过 的所有点组成的集合 即

S =SU x S 1.3—11
上述集合称为闵可夫斯基 香肠 令 S* =S \S示从胖

集 S 中削去原集 S后所剩的部分 即长胖的部分 [S* ]

表示 S* 的 d维勒贝格测度 其外容量维定义为

d = limln [S ] / In  1.3 -12x 0

*

ε→

描述胖分形的另一指数 由下式定义

= d - d = d - limln [S * ] / ln    1.3 -13x 0ε→

它在描述分形集边界的性质时起着容量维的作用

1986年 法默和昂泊格将分形所在的 d 维空间划分成大小为 的网

格 通过含有胖分形中点的所有 d 维方块和网格标度 给出了胖分形的

另一指数 0 d 它对应于瘦分形的盒维数

指数 和 对任意集合有定义 特别是可以较好地描述分形河流结

构 指数 虽然是对有孔的这一类分形结构引入的 但是 它对任意的

集合也是有定义的

上述指数之间有些什么关系呢 1986年 依克荷特 R.Eykholt 证

明 在 d 维欧氏空间中的任意胖 或 瘦分形 - 这一结果说明

和 是相同的分形指数 在研究胖分形的这两个指数时 只要求出其

中之一就行了



为了求出 和 之间的关系 将 1.3—8 式改记为 A =

o+f A 另一方面 若用 /2 加胖集 A 它将使半径大于 的孔收

缩 增加的测度记为 g A 则 A = о十 f A g A

由此

十= limln[f A g A / n ] 1.3 -14
0ε→

若我们令
*

0
= limlng A lh    1.3 -15

ε→

则 0 * d 且可以得到 对 d 维欧氏空间中的任意胖 或 瘦分

形 =min * 从这一结果可知 = 或 = * 因此

当 与 不同时 由小孔决定 而 由大孔决定 从而对 d 维欧氏空

间中的胖 或瘦 分形 给出了更细致的刻画

下面我们给出有关胖分形的例子 首先看一个 简单的胖分形[6]

设 o表示单位区间 像构造经典的三分康托集一样 第一步 将

o 分成三段 其长度为 1一 /2   1 一 /2 为任意常

数且 0 1/2 去掉中间长度为 的一段 得到的两条线段记作 1 

第二步 将 1 中每一直线段分成三段 对应长度为 1一 一 2 /4
2/2   l一 一 2 /4 去掉各自中间的一段 其长度之和为 2

留下的四条线段记作 2 设 j—1 已经作成 归纳地 第三步 从 j—1

的每一线段中去掉长为 2- j—1 j的一段 去掉线段

的长度之和为 得到的集合 由 条长度为 的线段组j
j

j

i=1

j
j2 1- / 2i )∑

成 显然 极限集j = 1 2  j = 0 1 2 =j j+1⊃
=

∞

j 0

j j 时 j 中线段的长度趋于 0 由 的构造可知 与经典的

三分康托集有类似的拓扑性质 即它有完全不连通 紧致不可列 非稠

密 自稠密等拓扑性质 但是 两集的几何性质却有较大的差异 经典

的三分康托集的勒贝格测度为 0 分维为 In2/In3 而 有正的勒贝格测

度

分维= 1- = 1- /  1- 1- 2 0 D = 1
i=1

f
i

∞

∑
由此知 是一个胖分形集

欧氏几何曾在希腊大放异彩 并对传统数学产生了深刻的影响 但

是 欧氏的 几何原理 中却有一些美中不足 皮亚洛曲线正是基于对

图形 基本的拓扑不变量——维数及图形分类标准的推敲而发现的

欧几里德曾把曲线定义为 有长无宽 这当然不是曲线的定义

而只是一种直观描述 人们为了说明这个描述不是良好的而构造了平面

上的一个康托尘集 它是一个典型的胖分形集 其构造如下 取单位正

方形 A0 从 A0割去一个十字形 其宽度取得使十字形的面积等于 1/4

留下的图形记为 A1 从 A1的每个小正方形中再割去十字形 使割去的十

字形的面积之和为 1/8 留下的 16个小正方形记为 A2 从 A2的每个小正

方形中再割去十字形 使割去的十字形的面积之和等于 1/16 等等 设



An表示经过第 n 步手续后留下的图形 第 n 步割去的十字形的面积之和

为 1/2n+1

设 表示极限图形 因 故 因为留下的正方形越A A A A An n+1 n⊃
=

∞

n 0

来越小 故图形 A 由离散的点组成 即 A 是康托尘集 近我们详细地

研究了这一尘集[18] 发现它具有传统的三分康托集的部分性质 但它

不是严格自相似的 因为它没有不变的相似比 它具有拟自相似性 另

外 它具有正的勒贝格测度 面积 事实上 A的面积

( ) / / ( . )A n

n
= − = −+

=

∞

∑1 1 2 1 2 13 161

1

这说明 A 是胖分形 近[ 18] 我们将 A 的构造扩充成平面上的一类集

合 A k 随参数 k 的变化 A k 既包括了普通的 瘦

分形 又包括了胖分形 再将 A k 推广到 d 维欧氏空间中 得到

一类更广泛的分形集 A k d  我们计算了 A k d  的勒贝

格测度

 A k d =1— / 1 一 k 1.3—17
当 1—及时 A 0 A 为胖分形 当 =1—及时 A 为瘦分形

其分形维数和胖分形指数分别为

D A k d
d

k

k k
d d k d k

d k
d k d k
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当 d=1 =k= 时 A就成为前面的类康托集

当 d=2 =1/4 k=1/2时 我们来作出通过集合 A的全部点的简单

弧 如图 1.  15 所示 先取包含第一步得到的四个正方形的弯曲长条

然后再作更窄更弯曲的长条 使它包含 A2的全部正方形 A3的全部正方

形等等 经过 n步 得到长条 Bn 使得

A A B B < /PGN0049.TXT / PGN >n n n-1⊂ ⊂ ⊂

极限图形 由于 因此有B = B A B  B A = 1 / 2
n=1

n

∞

⊂

即曲线 B的面积不小于 1/2 因此不能说该曲线 有长无宽 由图 1.15

可见 曲线 B是一条非常曲折的曲线 我们详细地研究了该曲线的性质

知道也是一条胖分形曲线[19] 我们还根据 A k 按照 B的作法

构造出一类曲线 B k 讨论了它们的拓扑性质和分形特征 计算

表明 B k  与 A k 有相同的分维和胖分形指数

图 1.15 康托曲线 有面积的曲线 的构造

1.3.5  1.3.5  1.3.5  1.3.5  和田曲线和田曲线和田曲线和田曲线



这一数学怪物仍然来自于欧几里德关于曲线的描述 欧几里德曾

说 曲线是 曲面的边界 但是 边界 概念包含着许多意外的情

况 人们习惯于认为 在平面曲线的每一段 平面 从两侧 与它相邻

例如 若 C 是简单闭曲线 则由 C 决定的两个区域 U 和 V 在 C 的沿线到

处与它相邻 即对 C中的任意点 x 不论在离 x多近的地方 都有区域 U

和 V 中的点 直观上以为很明显的是 平面曲线不会是平面上多于两个

区域的共同边界 这些区域在曲线的沿线到处与它相邻 然而 与直观

完全相反 日本数学家和田发现 平面上存在作为三个区域共同边界的

曲线 下面就来介绍这一曲线

假设有被海洋环抱的陆地 它上面有两个湖 暖湖和冷湖 为了把

湖里和海里的水引到旱地 人们开挖运河 第一天从暖湖开运河 使它

不与海水和冷湖里的水相通且旱地的点到暖湖水的距离不大于 1 第二天

从冷湖开运河 使它没有一处与海洋 暖湖或早一天所开的运河相通且

留下的旱地的每个点到冷湖水的距离不大于 1 第三天按同样的要求开运

河

在以后三天 继续延长运河 使留下的旱地的每个点到两湖水和海

水的距离都小于 1/2 再以后三天 运河网的密度扩充到使任何水面离留

下旱地的距离不大于 1/4 等等 由于在每工作一天以后 留下的旱地仍

连成一片 因此可以用更稠密的运河网去遍布它

在极限情形我们得到的是这样的暖水 冷水和海水网 它们不在任

何点处相混 至于留下的旱地 它已经是 曲线 并且对于这条曲线

的任意点都有暖水 冷水和海水邻接它 即是说 在这条曲线的整个延

伸处 与它 邻接 的都有三个区域 海洋连同海水运河 暖湖连同它

的运河以及冷湖连同它的运河

虽然至今尚无人作出和田曲线的图形 也没人计算出它的分形维

数 但是 我们可以肯定和田曲线已经不是传统几何学中的光滑规则曲

线 而是一条分形曲线 我们猜测 和田构造类似于流体在非均匀介质

中产生的渗流网络 估计这一渗流网络比计算机产生的 粒子随机聚集

的渗流网络 要复杂一些 我们认为 和田构造可作为非均质地层中油

气水三相渗流的分形模型 由于地下油气水处于高温高压状态 所以

在水驱油过程中 在关井后压力曲线的恢复处理的过程中都可能遇到油

气水三相渗流 因此 这一模型可能会在油气资源的勘探开发中产生重

要应用 鉴于此 和田构造是值得深入研究的

1.4  1.4  1.4  1.4  多重分形及其维数谱多重分形及其维数谱多重分形及其维数谱多重分形及其维数谱

1.4.1  1.4.1  1.4.1  1.4.1  概念与例子概念与例子概念与例子概念与例子

多重分形是为了研究自然界中的非均匀和各向异性现象而提出的

它与简单分形的区别在于标度性质与方向有关 因此 一个单一的维数

无法描述其全部特征 必须用多重分形测度或维数的连续谱来表示

多重分形至今也没有严格的定义 我们先来看两个例子

首先我们把三分康托集推广到广义双标度情形 假设每次把一条线



段分成三条线段 中间和两边的长度之比为 l1 l2 并且假设去掉中间

一段的概率为 p1 去掉两端线段的概率为 p2 p1>p2 且 p1 2p2=1 在每

一小段上重复这一过程 经过几次构造以后 概率分布很不均匀 当如

此嵌套的步骤无限增大时 所形成的概率分布就是一个多重分形

再看谢尔品斯基集合的一个变形 将平面上的一个单位正方形分成 9

个小正方形 然后随机地去掉一些小正方形 假设第 i 个不被去掉的概

率为 pi i 1 2 9 然后将每个小正方形分成 9 个更小的正方

形 第二步 第 i 个大方格中的第 j 个小方格不被去掉的概率为 pipj
按此方法重复这一过程至极限情形 所得到的概率分布是平面上的一个

多重分形 这一结构是非均匀且各向异性的 特别当 p2i-1=1 i=1 2

5 且 p2i=0 i 1 4 时得到的是豪斯道夫维数 D=log5/log3 的一个

简单分形

从上述两个简单例子可见 多重分形常常和随机性分不开 根据这

两个例子 我们给出多重分形的一个尝试性定义 设 X 是 d 维欧氏空间

中的一个子集 它也可以是测度的支集或某个动力系统的不变子集

对 X 进行适当的划分并赋以概率不变测度 这里的划分类似于前面的

例子 是迭式的或递归的 设 a 是与划分有关的一个参数 第 n 步划分

后的 X的子

集记为 若调 是一个分形集 则称它是X a X = lim X Xn n n→∞

的分形子集 若在划分下 X 产生的分形集可以表成若干个

分形子集的并 且每一分形子集有不同的分维 则称此分形集为多重分

形

广义维数谱是描述多重分形的一套基本语言 它是从信息论的角度

引入的 假设测度支集 X 被划分成若干个尺度为 的单元{ i}

是概率不变测度 第 i单元的概率为

Pi d X
i

= ∫ ( )

当 时 若 则 考虑 的 阶矩 可q 1 qi j iP P P P P Pi
q

i
q

i
q
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当 q=1 时 D 1 即 1.2中定义的信息维 q=2时 D 2 即 1.2中定义

的关联维数 利用 Pi 的 q阶矩可以定义质量指数

q = - lim 1.4 - 2
0→

∑ln ( ) / lnPi
q

i

有了质量指数 q 也可以从下式求广义维数谱

D q
q q q

q q
( )

( ) / ( ),
( ), ( )

=
−

− =


 且 可微

1 1
1 1

1.4 - 3

利用质量指数作勒让德 Legendre 变换

q =一 d q /dq 1.4—4
f  q q + q 1.4—5



f 在 —f/ 坐标系中为一单峰图象 是描述局域维数的连续

谱 因而是描述多重分形局部特性的一套基本语言 f 是 的凸函

数 它在每点的斜率为 q 当 q 时 大的 pi支配 D q 且对应

于 取 小值和 f 取零的一点 当 q — 时 小的 pi支配 D q

且对应于 取 大值和 f 取零的点 q=0 时 f 取 大值

并且 D 0 = 0 即 f 的 大值为盒维数 D0 由 1 =0

知 1 =f 1 —f 的一般变化关系如图 1.  16所示

q—D q 和 —f 谱构成了多重分形理论的内核 —f 不仅

可与 q—D q 互换 而且与 q— q 构成一对共轭热力学变量 因而

可将多重分形与统计热力学进行形式类比 从适当定义的配分函数出发

引入熵 自由能等一系列热力学量 为全面地描述和分析多重分形提供

新的途径

图 1.16 —f 曲线

1.4.2  1.4.2  1.4.2  1.4.2  多重分形谱的计算方法多重分形谱的计算方法多重分形谱的计算方法多重分形谱的计算方法

自然界中的很多真实形体具有多重分形的特征 因而 在实际应用

中的重要问题之一是根据实际观测资料计算广义维数谱 然后再应用勒

让德变换求 f 谱 计算 D q 谱的方法有三种

1 数盒子法

这种方法直接以 D q 定义为基础 用尺度为 的相等的 盒子

对整个研究对象进行划分 所得盒子的总数记为 N 由每个盒子的尺度

概率测度 pi 和给定的参数 q 可以计算利依信息量 Iq

I
p q q

p P q
q

i
q

i

N

i i
i

N( )
log ( ) / ( ),

( ) log ( ),
( . )=

−

=










−=

=

∑

∑

1 1

1
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1

改变 的大小 计算出一系列的 Iq 值 在 log 一 logIq 图

上求出无标度区间 用 小二乘法拟合出该段的斜率 这一斜率的绝对

值就是给定 q值的 D q 对不同的 q求出相应的 D q 并在 q一 D

q 坐标系中作出曲线图就得到 D q 谱

数盒子法经典 简单 但对样本量要求较高 而且精度往往不够高

2 固定半径法

使用这种方法时 首先必须引入 质量 这里的质量是广义的

例如将地震作为点事件时 每次地震的质量即取作 1 多次地震的总质量

就等于其次数 而在研究地震能量的时空分布时质量指地震能量 在其

它一些具体问题中质量可代表某种测度

固定半径法的公式是

logE[M r ]q-1= q一 1 D q logr 1.4—7
这里期望算子 E表示按圆心求平均 r表示半径 M r 表示半径为

r的圆内的总质量 实际操作时 首先按一定规则 如等间距 设立若干



基准点 圆心 取定一个 r值 分别统计每个圆内的质量 Mj r

再求其 阶矩的均值 这里 表q -1 E[M r ] =  M r  Nq-1
j

q-1

j=1

N

∑
示基准点的总数 然后改变 r的值 计算出一系列的 E[M r ]q-1值

后在双对数坐标系中求出无标度区间 其斜率就是 q—1 D q 据报

道 这一方法适用于 q 大于零的情况 但 q 1 时不能直接使用公式

1.4—7
3 固定质量法

固定质量法的基本公式是

logE[R m q-1 D q ]= - q-1 logm 1 4—8
其中 E仍然表示按圆心取平均 m为质量 R m 表示质量为 m的圆的

小半径 在上式中 由于 D q 位于平均符号以内 难以直接求解 应

用公式 r q =- q-1 D q 将 1.3—26 改写成

logE[R m — q ]= q logm/D q 1.4—9
亦即

logE[R m - q ]/ q =logm/D q 1.4—10
实际操作时 先按一定的顺序设立若干个基准点 给定非零的 q 值

取定一个 m 分别统计每个基准点的 Rj m 再求其— q 阶矩的

均值 然后改变 的值E[R m ] = R m / N m- q
j

- q

j=1

N

∑
计算出一系列的 E[R m - q ]值 在 logm-logE[R m - q ]/ q

图上找出无标度区间 通过线性回归求出其斜率绝对值的倒数就得到 D

q 由 D q 和 q 就可计算出 q

q=1 一 q D q

在 q 0时 固定质量法的效果比前面两种方法好 在地震时空分布的多

重分形的研究中 这种方法较实用

求出 D q 以后 根据勒让德变换可求出 和 f 这是一种

间接的求法 近年来还提出了一种直接计算 f 的新方法 其基本思

想是用尺度为 的盒子覆盖被研究的多重分形 一个点落入第 i 个盒子

的概率为 Pi 构造一个规一化的单参数的测度簇 q

q = P  / P   1.4 -11i
q

i
q

j
∑

该测度簇支集的豪斯道夫维数为

f q i q i q
i

( ) lim ( , ) log ( , ) / log ( . )= −
→

∑
0

14 12

由标度关系 i=logpi /log 可得

 q = lim  q logp / log   1.4 -13
0 i i→
∑

i

改变 的值 求出其对应值 和i i q log  q
i i

∑ ∑
分别在i i i

i
 q logp  q log∑

图和 一 图i i i q log  q logp log
i

∑
上求出无标度区间并用 小二乘法拟合出 f 和 的值 对应不同 q 求出



和 f 值 在 —f 坐标系中绘出曲线即得到 f 谱 f

一般为单峰图象



第二篇第二篇第二篇第二篇    多姿多彩的分形世界多姿多彩的分形世界多姿多彩的分形世界多姿多彩的分形世界

——大自然的艺术构造大自然的艺术构造大自然的艺术构造大自然的艺术构造

在上一篇 我们看到了纯数学上的一些奇妙无比的分形图象 与数

学家们的分形设计相比 大自然的艺术构造毫不逊色 著名科学家弗里

曼 戴桑在 不规则性特征的描述 一文中写道 自然界给数学家们

开了个玩笑 19世纪的数学家可能缺乏想象力 而自然界却不乏想象力

这些数学家为从19世纪自然主义的樊笼中挣脱出来而创造出的所谓的病

态结构原来却是我们周围所有熟悉物体中所固有的 分形几何远远不

只是一枝数学奇葩 它们还为描述物体和组织的结构形态 为探索物质

世界的复杂机制提供了极其简洁的工具 同时 分形几何自身也是一个

美妙而又极富生命力的领域 正如曼德尔布罗特所写的那样 科学家

们发现他们以前必须称为粒状 流体状 中间状 丘疹状 麻窝状 树

枝状 海草状 奇异状 紊乱状 弯曲状 波形状 束状 褶皱状等不

少形状从今以后能以严格的和强有力的定量方法加以处理 对此他们会

惊喜不已

数学家发现那些迄今为止认为奇异的 分形 集在某种意义上说应

该是规则的 被认为是病态的结构应该自然而然地从非常具体的问题中

演化出来 对于大自然的研究应该有助于解决一些老问题和产生如此之

多的新问题 对此他们会惊喜不已

本篇的内容 就是介绍大自然中形形色色的分形



第二章第二章第二章第二章        宇宙中的分形构造宇宙中的分形构造宇宙中的分形构造宇宙中的分形构造

如果按照系统的复杂性来分类 那么宇宙是一个 大 复杂的系

统 它不仅包括一切我们已知的东西 而且包括一切我们所未知的东西

从古代开始 科学家们就一直在孜孜不倦地探索宇宙的奥秘 近年来

人们发现宇宙中存在着许多的分形结构 本章中我们将介绍与宇宙分形

有关的内容

2.1  星系分布的分形特征及其分维

浮在夜空中的星星看起来稀稀拉拉 满是缝儿 但是 星系在宇宙

空间的分布是成团的 同时又存在着一些空洞 巴卡尔 N. A.

Bahcall 等人通过分析星系团和超团的两点相关函数[20] 发现星系团

和超团是成团分布的 且其相关函数和星系相关函数类似 是幂指数为

—1.8的幂律形式 这一结果给出了一幅等级成团的图景 也就是描述了

星系分布的分形特征 另一方面 许多大尺度上的巡天观测结果显示

星系在很大尺度上分布的主要特征是由星系密集区包围着的一些空洞

这些空洞中星系密度远低于空洞以外区域 这种结构被称作是泡状或海

绵状的结构 尽管迄今尚无统一的看法 但在较小尺度上星系分布主要

表现为星系成团而在较大尺度上则存在巨大的空洞是普遍承认的观测事

实 怎样统一而定量地描述这种结构是人们在星系分布的分形研究中讨

论和探讨的一个重要问题

初期的研究认为 宇宙大尺度结构是自相似的 那时 人们根据观

测确认 银河空间分布的相关函数服从于幂法则[21] 由此所估计的分

形维数约为 1.2 其 有力的证据是 无论对于星系 星团和超团 其相

关函数都满足以 r =Ar-l 而且所有的 l= 1.8 在自相似模型中指

数 l和分维的关系为 D=3-l 由 l=1.8即得到 D=1.2 因为所考虑的宇宙

空间是三维的 1.2这一数字是较小的 但是 根据高安秀树的观点 这

一数字是合理的 [2]他认为其原因有两个 其一 宇宙满是缝儿 而且

浮在夜空中的星星也是稀稀拉拉 如果星系分布的分维是 2 以上 夜空

理应全被星星覆盖才对 其二在于人们对巨大爆发后的宇宙密度的看法

发生了动摇 银河团由数千至数十万个银河聚集而成 其大小为 2000万

光年左右 但是 银河团似乎是细长线状或薄面蜂巢状构造 同时还发

现数个几乎没有银河 大小的数亿光年的空隙 从银河这种分布的事实

来看 银河分布是 1.2 维的结果可以说得到了证实 这就是高安秀树的

观点

1987 年 我国学者莫厚俊 毕红光等提出 宇宙大尺度结构是自仿

射的 而不是自相似的 [21]他们认为 如果星系是分维为 1.2 的自相

似分布 则不能满足以下特征 1 两点相关函数尾部的 展平 2

CfA 红移观测的泡状结构 3 相关尺度对所考虑的样本尺度的依赖关

系 他们提出了一个具有两个自仿射分维的宇宙弦模型 其局域分维为

1.2 整体分维为 2.4 这一模型不仅可以解释形如 r-1.8负幂律分布 而

且可以解释诸如相关强度对样本点的依赖关系 相关函数末端的展平

泡状结构 相关尺度对样本尺度的依赖关系等一系列问题 莫厚俊等指



出 分维 D=1.2 只是在区间 r<2 3d 中成立 这里 d 是所考虑样本点的

平均间距 也就是对于星系和星系团分别为 5Mpc和 50Mpc 还发现星

系的相关函数在 10Mpc 处有一个间断 在 r>  10Mpc 时 相关函数有展

平的尾巴 而且指数 l 1

另外 一些科学家在分析了 8h 17h和 26.5 32.5   之

间 直到 mB=15.5 的 CfA  红移观测值 发现了如下的泡状结构 1

几乎所有 98 的星系都分布在泡泡的表面 2 泡泡的边沿非常

尖锐 3 泡泡典型的直径为 25Mpc 如果认为星系分布在半径为 R

的球壳上 相关函数为

r =1/8 R2r 2.1—1
这里 是球壳的平均数密度 在球壳密集分布的情况下 =1/ 2R 3

则可得到

r =R/ r=4r-1 2.1—2
这里取 R=12.5Mpc r 的单位为 Mpc 把 2.1—2 式与通常星系相关函

数 r =20r-1.8比较 可以得出在 rb= 20/4 1/0.8 7.  5Mpc处

r 有一间断 对于 r>rb 指数 l 近似为 1 因而 r-1.8的规律只在 r

2 3 d时可用 而在大尺度结构上 应该采用宇宙弦模型 它是一

个自仿射模型 该模型主要是由圈弦组成 这些圈弦主要由母弦的自相

交形成 弦圈的统计特性可以用一个分维 D1决定 其中 Dl由下式决定

n R RD1 2.1—3
式中 R 表示圈弦的尺度 n R 表示尺度为 R 的圈弦的数密度 对任意

给定的比例 b>0 n R 和 bD1n bR 相同 因此 R 和 n R 有不同的

标度比 从而从 n R 到 bD1n bR 的变换是自仿射的 同时 与半径

为 R的圈弦相联系的样本点的相关函数为

r =1/4 2n R R3 r/R 2[1 一 r/2R 2]1/2 2.1—4
上式只在 r<R 时才成立 这时可用幂律 r-1.8 来拟合 r 得到分维

为 1.2 在此范围内 r与 r 的关系为 1/ r/R 2[1- r/2R 2]1/2 

这一式子是由单个弦圈的形状决定的 就是说 当 r小于某个临界尺度 R

时 相关函数由单个弦圈决定 其维数大约与单个弦的维数相同 而当 r

大于 R时 相关函数不再由单个弦圈决定 而是由弦圈的分布决定

应用相关强度和 d2的关系可以得到整体分维为 D1=2.4 因此 对

r 1 可求得

r =0.8 L/r 0.6—1 r-0.6 2.1—5
式中 L是所考虑的样本的半径 上式与泡状结构的相关函数 2.1—2 基

本一致 如果考虑下述因素 1 有些星系是分布在泡壁以外的 2

泡壁的厚度不是无限小而是有限的 则 2.1—2 式中的指数 l就应小于

1 因而更接近 2.1—5 式中的 0.6

莫厚俊等还寻找了宇宙大尺度结构自仿射性质的其它证据 其理论

值与观测值完全一致 用阿贝尔团检验 也获得了与自仿射模型相一致

的结果 其详细情况请参考文献[21]

2.2  IRAS2.2  IRAS2.2  IRAS2.2  IRAS 星系大尺度分布的星系大尺度分布的星系大尺度分布的星系大尺度分布的

分形特征与分维分形特征与分维分形特征与分维分形特征与分维



1991 年 夏晓阳等[22]报道了他们对 IRAS星系大尺度分布的研究结

果 IRAS 红外天文卫星 巡天覆盖了全天 96 的区域 首批公布的红

外源中包括了约 2.5 万个星系 对这些星系在大尺度上分布特征的研究

吸引了许多天文学家的注意 其原因在于 IRAS星系在天球上的分布看起

来远比光学亮星系均匀 而且 初步分析表明 IRAS星系分布的角偶极矩

和空间偶极矩均与宇宙微波背景的偶极矩接近 此外 对牧夫座空洞方

向上 IRAS 星系的研究发现 有四个 IRAS 星系处于牧夫座空洞之中 这

些事实使很多天文学家认为IRAS星系的空间分布很可能比光学亮星系的

分布更接近宇宙中物质的分布 因此 IRAS 星系大尺度分布的研究就显

得更为重要

一些学者对 IRAS星系的两点相关函数进行了研究 结果发现 IRAS

星系的分布是成团的 其相关尺度约为 10h-150Mpc 另一些学者使用了一

种可以避免在分析中对每一星系对引入权重因子的方法探讨了IRAS星系

成团的问题 发现即使在 80h-150Mpc尺度上 IRAS星系也明显成团 并

指出 这一结果对通常的冷暗物质模型不利

夏晓阳等对 F15和 NGW两个选区内 IRAS星系红移巡天所得的样本进

行了研究 他们从这两个选区红移巡天所得的样本中选取出一系列完整

和统计上均匀的体积限定的子样本 用计数方法对这些子样本进行分形

研究 结果表明   IRAS星系至少在 60h-150Mpc尺度上仍存在明显结构

其分布的分形特征在较小尺度和较大尺度上有明显不同 这种不同尺度

范围上分维的差别可以说明IRAS星系在较小尺度上主要表现为星系成团

而在更大尺度上则以空洞为主要特征 由于详细介绍该项研究将超出本

书的范围 因此我们只介绍其主要结果

如前节所述 在分析宇宙大尺度结构时广泛地应用两点相关函数

夏晓阳等指出 在计算空间两点相关函数时 无论是在样品或方法上均

存在某些难以解决的问题 如逻辑上的循环 所得结果严重依赖于所取

的相关函数模型等 为了避免这些困难 他们用体积限定样本取代流量

限定样本 但是 从流量限定的样本 Sf 中选取出体积限定的样本 Sv 时

许多 Sf 中的天体将被排斥在 Sv 以外 这将使样本中天体数密度大大降

低 并导致计算中随机起伏引起的误差棒增大 从而限制可以进行分析

的尺度 为此 他们以与任一星系相距小于 r的平均星系数 N r 代替

两点相关函数中计算的和任一星系相距在 r r r 之间的平均星系数

N 由于前者是一个累积量 在 r增大时其随机起伏所引起的误差棒将

迅速减小 因此可以分析更大尺度上的结构 进一步还可以通过 N r

和 r得出大尺度分布的分维 D 实际上

D d[logN r ]/d[logr] 2.2—1
D通常是 r的函数 如果在某尺度范围内 D是常数 则在此尺度范围内的

分布是分形的 其分数维为 D

在计算 N r 时应尽量避免边界效应的影响 以保证结果的可靠性

边界效应的大小通常可以用蒙特卡罗 Monte.Carlo 方法模拟来估计

如果在与选取出的体积限定样本 Sv相同区域内产生一个有相同星系数的

均匀随机分布样本 Sr 则可以计算出与任一 Sv中星系相距 r以内 Sr中星

系的平均数 NDr 从大量这样的随机样本可以得出 NDr的平均值 Nr r 及



方差 如果把分析的尺度限制在 log[Nr r ]一 logr曲线与斜率为 3

的直线偏离在 以内 就可以保证边界效应不会产生明显的影响 由

于

d[logNr r ]/d[logr]=3 2.2—2

由上式和 2.2—1 式可得

D=3十 d[logN r /Nr r ]/d[logr] 2.2—3

上面给出了对宇宙大尺度结构进行分形分析的原理和方法 下面介

绍样本的选取 IRAS 星系有若干的红移巡天样本 其中 在 F15 和 NGW

两个选区内的红移巡天既覆盖了足够大的天区又有足够的深度 它们提

供的样本比较适合用来分析 IRAS星系的大尺度分布特征 文献[22]中指

出 此二选区内的样本在下述条件下是完全的

F15 120 l 180 20 b 40 f60 0.6J

NGW 0 l 110 60 b f60 0.6J

F15和 NGW选区红移巡天样本中分别包含了 445和 385个满足上述条件的

IRAS 星系 都测定了红移值 由红移可以计算出这些星系的距离 F15

和 NGW选区分别覆盖了 1034和 844平方度天区 作者根据他们给定的两

个条件[22] 从 F15和 NGW中各选取了 5个体积限定的子样本进行分析

其中既有红外光度较高的 也有红外光度较低的

选定子样本以后 就按照前面的原理和方法对每一体积限定的子样

本进行分析 在和该子样本相同空间区域内用蒙特卡罗方法模拟产生

与子样本有相同点数的均匀随机样本 对大量随机样本 样本数大于

5000 计算出 Nr r 和 在 log[Nr r ] —logr 图上确定出

与斜率为 3 的直线偏离在士 以内的尺度范围 rmax 研究表明 相同红

移范围内 从 F15和 NGW选出的子样本 rmax不尽相同 这是由于子样本

中星系分布在接近边界处的多少不同所造成的 在 rmax 以内 通过计

数得出每一个样本的 N r 并由此得出各自的 log N/Nr —logr 图

如果在某一尺度范围内 log N r / Nr —logr图呈直线关系 则对该

尺度范围内的点用 小二乘法回归 该直线段的斜率即分维 D 同时在此

尺度范围内 IRAS星系的分布特征即是分维为 D的分形分布

对所选出的 F15和 NGW子样本的计算表明 所有子样本的 log N/Nr
—logr 曲线均难以用单一直线在 误差范围内拟合 但是 用两条以

上的直线段都可以较好地分段拟合 这表明 IRAS星系的分布并非简单分

形 而是具有多个不同分维的多级分形结构 F15的子样本都只有两级分

形结构而多数 NGW 子样本至少有三级分形结构 计算结果还揭示出所有

子样本在较大尺度范围的分维均大于较小尺度范围的分维 并且 在

小尺度一级的分维明显小于 2 而在 大尺度一级均明显大于 2

总结起来 文献[22]得到如下一些结果

1 在相同红移间隔内 从 F15和 NGW两个样本中选出的体积限定

子样本的分维及其变化有明显差异 说明此二样本还不足以构成代表宇

宙大尺度结构的好样本 所有全部 10个子样本在容许进行分析的 大尺

度上仍然存在明显结构 说明 I-RAS星系至少在约 60h-150尺度上仍然存

在结构 此结果对冷暗物质模型是不利的

2 IRAS 星系的分布不能用简单分形描述 它具有多级分形结构



因而具有多重分形的特征 这种多级分形分布可能暗示着在星系形成和

演化中一定有某种非引力作用或物质起着重要作用

3 更大尺度上的分维比较小尺度的分维数大 在 小尺度一级的

分维小于 2 其取值范围为 0.365至 1.78 而 大尺度一级的分维大于 2

其取值范围为 2.05至 2.74 这表示 IRAS 星系在小尺度上的分布特征为

成团而在大尺度上的分布特征为存在空洞 其结果与观测相符

值得指出的是 这里得到的结果与莫厚俊等人的结果有一定联系

后者指出 宇宙大尺度分布是自仿射的 其整体分维为 2.4 而局域分维

为 1.2

4 60 m 光度很高的 IRAS 星系在小尺度 50h-150Mpc 上成团

不明显 其原因可能在于其中包含相当比例的相互作用和并合星系的结

果   IRAs 垦系呈多重分形分布的转变尺度可能与 60 m 红外光度有

关 但不如光学亮星系明显

作者们猜测 IRAS 星系的多重分形结构可能来源于早期宇宙中不同

尺度扰动的迭加 或者星系形成与小尺度扰动是否处于大尺度扰动的背

景上有关 或者由于同时有冷 暗物质存在 其初始扰动谱不同并相互

影响 均有可能导致多重分形结构的产生 这种猜测的合理性尚有待进

一步研究

在分形数学中 人们常常用勒维 lévy 尘埃来模拟宇宙星系的分

布 这是一个随机分形模型 假设有一个微粒在正方形网格上随机行走

其行走方向是完全随机的 可把每步走的距离 r 看成类似于 1.2—24
式确定的随机行走 把停止点依次描绘出来 就得到勒维的尘埃 如图

2.1 所示

图 2.1  用勒维尘埃模拟星系的分布

从图中可以看出 各点是在形成一大团和一小团的过程中分布的 宇宙

星与行星系 银河系 银河团甚至超银河团等呈不同大小团块分布的星

系之间有着某种类似性 由于这种模拟结果可以与观测结果和理论分析

结果进行对比并呈现出某种一致性 因而是非常有趣的 这同时进一步

说明了星系与星团分布的分形特征

2.3  2.3  2.3  2.3  月坑和小行星的直径分布月坑和小行星的直径分布月坑和小行星的直径分布月坑和小行星的直径分布

从所拍摄的月面照片上可以看到各种不同大小的月坑 如果只看照

片 其比例尺是完全看不出来的 这是因为月坑的尺度大小分布并没有

特征长度 或者说其分布存在着分形的特征 通过对实际资料的分析表

明 在直径为 lkm到 10Okm之间 月球 酒海 的月坑数 N r 和直径

r有下述的负幂律关系

N r r-D  D 2.0 2.3—1
其中 N r 表示直径大于 r的月坑总数 上述分维值不仅适合于 酒海

的月坑 而且对月球其它地区的月坑 甚至对火星和金星的火山口也有

效

因为月坑是由陨石碰撞而形成的 所以可以预料陨石的大小分布也

具有分形的特征 研究表明 质量在 100kg 以上的大陨石的尺度是满足



分维为 2.3的分形分布 [2]比这小的陨石 在进入大气圈时大都被燃烧

不满足分形分布

据报道 木星和火星轨道之间的许多小行星也有类似的分布 据推

测 小行星中以谷神星为 大 其直径约为 1000km 其它仅绝对等级 20

以上的就有 7万个 其等级分布是满足分维为 2.1 的分形分布[2]

综上所述 月坑的直径分布 陨石和小行星的大小分布是维数大于 2

的分形分布 这些结果还可以用实验来证明 以高速子弹打入岩石时所

形成的碎片的大小分布就是一例 研究表明 这种岩石碎片的大小分布

是分维约为 2的分形分布[2] 把陨石和小行星看成是某一大小集团破碎

时的碎片 就可以得到统一的解释 岩石破碎时产生的碎片服从幂分布

在工程学领域早有研究 而小行星这样大的碎片也有类似的分布却是非

常有趣的

2.4  2.4  2.4  2.4  木星大气中的涡流与土星的环木星大气中的涡流与土星的环木星大气中的涡流与土星的环木星大气中的涡流与土星的环

木星上的大红斑是一个巨大的椭圆型漩涡 在伽利略的望远镜第一

次指向木星后不久 天文学家就注意到这个巨大行星表面上有一块瑕

疵 但是 在几乎三个世纪里 人们对大红斑的构造与起因知之甚少

为此 人们曾提出许多假说 诸如岩浆流动说 新月说 鸡蛋说 气柱

说[23]等等来解释其成因 但是终未得到什么进展

1978年 旅行者 2 号宇宙飞船所拍摄的木星大红斑的照片揭示了强

大的风暴和多彩的漩涡 从壮观的细节中 天文学家看到红斑本身是像

飓风一样的漩涡系统 它把镶嵌在形成环绕行星的水平条带的东西风带

中的云层排开 但是 大红斑不是飓风 地球上的飓风是由湿气凝聚成

雨时所释放出的热供给能量的 而大红斑没有这种潮湿过程来驱使 飓

风按照气旋的方向转动 而大红斑的转动方向与气旋方向相反 更重要

的是 飓风在几天之内就会消失 同时 天文学家们注意到 木星实际

上是一团运动中的流体 大红斑坐在那里不停地转动 完全不被周围的

混沌所干扰 因此 旅行者号使得已有的秘密更加难解 因为它同时显

示了流体的小尺度性质 或者说 木星上的流体运动是一种湍流 流体

宏观运动的能量 经过大 中 小 微等许许多多尺度上的漩涡 后

转化为分子尺度上的热运动 涉及大量不同尺度上的运动 这就是无标

度性 表面上看来 小尺度显示出快速的无组织化 但在尺度变换下却

存在着一定的规律 即分形的规律

美国学者马库斯研究了环绕西部大西洋的海湾洋流 它产生扭曲和

分支 它所形成的小小的波浪 通过扭结 再变成环 然后从主流中旋

转离去 形成缓慢而持久的反气旋方向的漩涡 另外 他还研究了气象

学中的 阻塞 现象 有时高气压系统会离开海岸 连续几周或几个月

地缓慢转动 而且通常与东西流向背道而驰 马库斯借鉴这些现象的规

律性 用类比的方法对木星上的湍流作计算机模拟 结果竟鬼使神差般

地再现了美国宇航局根据实物所摄制的木星大红斑动画片 通过计算机

模拟发现 木星大红斑是一种自组织系统 它是由在它周围不可预言的

同样的非线性扭曲造成和调节的 这是一种稳定的混沌 换句话说 木

星上的流体运动的轨道有嵌套的精细结构 它实际上就是一个分形



[23] 旅行者号卫星所拍摄的木星表面照片展现出沸腾的液体流 马库

斯对此进行了计算机模拟 用不同颜色表示特定小片流体的旋转方向

反时针旋转为红色 顺时针旋转为蓝色 不论从什么样的构形开始 蓝

色区域倾向于破碎 而红色区域倾向于合并成单个斑点 不管周围如何

骚动 这斑点是稳定的

现在再来看看土星的环 行星探测卫星航行者号发现木卫一 lo

的火山活动与土星环的微细构造 从地球上看到的数条土星环 实际上

是超过 1000条细环的集合体 土星环的构造 如果能提高分辨率 还可

以看见更细的构造 这就是说 土星的环可能是像依侬 Hénon 吸引子

一样的分形 有些作者指出 从理论上看 土星环的构造有可能像具有

有限宽度的康托集合那样的构造 根据这一观点 若要形成这样的环

围绕土星近旁回转的卫星似乎发挥了重要作用

前面刚刚提到了依侬吸引子 什么叫依侬吸引子呢 下面我们简要

地介绍一下

依侬是法国南海岸尼斯天文台的一位天文学家 他也像 20世纪的其

他天文学家一样在研究球状星团整样聚集到一起 整样随时间演化等令

人大伤脑筋的问题 球状星团是拥挤的成百万星星聚于一处而形成的球

体 其星体密度出奇地高 因而 它可能是夜空中古老而又激动人心的

对象 与二体问题不同 它是一个大的多体问题 二体问题早被牛顿所

解决 但三体问题确是如此复杂 以至于人们无法回答系统的长时间行

为 依侬对球状星团作了一些简化以后 开始模拟星体环绕银河系中心

的轨道 他采用了可与庞加莱映射相比拟的技术 设想在银河一端竖立

一个平面 使每条轨道都穿过它并记下轨道穿过这平面处的点 跟踪这

个点从一个轨道到另一个轨道的运动 结果如图 2.2所示

研究表明 这样的轨道不完全规则 它们永不重复 但又是可预言

的 某些轨道是不稳定的 点在平面上呈随机分布 有些地方可以画出

曲线 而另一些地方的点不能用任何曲线连接 有序和无序混合在一起

形成了天文学家们称为 岛屿 和 岛链 的形状 为了探索其几何实

质 他考虑了下述迭代

x = 1- ax by        2.4 -1n+1 n
2

n十

yn+1=Xn
上式是一个离散的动力系统 这个动力系统的吸引子就叫做依

图 2.2 围绕星系中心的轨道的二维相图

侬吸引子 如图 2.3所示

在小正方形内取一个初始点 开始 每迭代一次 小正方形内两个

点的距离按指数增加 而面积则按指数减小 因此 正方形就会变成像

细绳子那样的形状 迭代步数增大时 细绳子就会折叠嵌套而形成一个

具有分形结构的奇怪吸引子 从图 2.3 可见 如果把一根细线放大一定

倍数 则该线又是由许多线按自相似方式排列而成的 即具有线内有线

的嵌套细节 前面提到 土星的环可能有这种形式的排列 据称 人们

用改变粗视化程度和利用相关函数的方法求得依侬吸引子的分维数约为

1. 26



图 2.3 a — c 依侬吸引子 后一图形

是前一图形方框中的部分的放大

2.5  宇宙微粒的分形构造

前面我们介绍的主要是宇宙大尺度结构的分形问题 那么 小尺度

的情况又如何呢 下面我们就来探讨这个问题

在月球表面 可以发现未经任何磨损的新鲜碎石 当阿波罗 12号飞

船从月球表面带回一些粉尘时 科学家们发现 粉尘中包含各种各样形

状的碎片 特别发现其中一种有非常复杂曲折的结构 如图 2.4所示

很明显 月球粉尘的轮廓线可以用分形和分维来描述 用多边形法

则测得四个月球粉尘的分维约为 1.11—1.13

图 2.4  粪状月球粉尘微粒的复杂边界 选自 B.H. Kaye[24]

另据报道[24] 布朗利 Brownlee 教授在一系列旨在研究古代宇

宙粉尘的实验中 曾驾驶 U2飞机在高空飞行 通过固定在机翼上的扫描

收集器捕获从外层空间进入地球大气层的宇宙粉尘 其中一种如图 2.5

所示

这种宇宙粉尘看来是由超微粒结团而成的 用多边形方法测量其分

维 结果得 D=1.15 粉体科学家认为 这种聚团的分形结构有助于科学

家们解释聚团的形成

图 2.5  布朗利教授在高空收集到的宇宙粉尘的

轮廓线及其分维 选自 K.H.Kaye[24]



第三章第三章第三章第三章        地形形态与地质的分形构造地形形态与地质的分形构造地形形态与地质的分形构造地形形态与地质的分形构造

被誉为人类摇篮的地球 其表面呈现出丰富多采 千姿百态的形貌

称为地貌 早在 60年代 分形理论的创始人曼德尔布罗特发表的第一篇

划时代的成名之作 英国的海岸线有多长 就是研究海岸地貌的 他

在 1974年出版的著作 分形 形状 机遇和维数 中又专辟一章讨论这

一问题 在 1982年出版的名著 大自然的分形几何 一书中 又引用了

许多地貌学的生动实例来表达其独特深刻的思想 可见 分形理论从诞

生之日起就打下了地貌学的烙印 并在与地貌学相关的肥沃土壤中成长

壮大 本章中我们将讨论地表形态与地质的分形构造

3.1  3.1  3.1  3.1  地貌发育的分形特征地貌发育的分形特征地貌发育的分形特征地貌发育的分形特征

第一章中 我们在介绍分形与分维的基本问题时 曾用英国海岸线

作为例子 说明分形图的性质与自然界的真实形态是如何地接近 同时

已经较详细他说明了英国海岸线具有典型的分形性质 研究表明 不仅

英国的海岸线具有分形性质 其它许多国家的海岸线或国界线也有类似

的特征 事实上 地貌剖面线的无限弯曲性 其测量随所用尺度的变化

而变化等特征早就被科学家们注意到了 早在 1954 年和 1960 年 斯坦

毫斯就研究过这类问题 被地理学家们称为 斯坦毫斯之迷 理查逊

用边长为 L 的多边形的长度之和去逼近海岸线或地貌曲线的长度 得到

公式

L=L 3.1—1
式中 为负常数 显然 随着 L变小 L将不断增大 这个奇怪的

现象使地理学家们大为吃惊 并将 称为 理查逊参数 后来 正是

曼德尔布罗特为参数 赋予了分维的含义 使 斯坦毫斯之迷 得到了

合理的解释

弯曲的地貌剖面线常用量规维数来表示 例如 用步长为 r 的尺子

去测量海岸线 测得的步数为 N r 在双对数坐标系中 用 小二乘

法对点 logr logN r 作线性回归 求得其分维在 1 到 1.3 之间

一般说来 分维数越大 其海岸线越复杂

从宏观大尺度角度来看 地表是绵延起伏 凹凸不平的曲面 其构

造具有分形的特征 人们常用随机科契曲线描述海岸线 并用随机科契

曲面 即把随机科契曲线沿着与科契曲线所在平面垂直的方向平行移动

所得到的曲面 来描述地表曲面 由于海岸线是在一定高度水平地切割

凹凸的地表而得到的剖面线 所以 不难预料 把海岸线的维数 D 再加

上 1就可以得到凹凸的地表面的维数

在中观尺度上 地表的山和谷等凹凸地形具有分形特征 只要看看

用分形方法或分形模型模拟的山谷风景 它们和实际地貌相比 往往可

以达到以假乱真的程度 这就不难理解地表的分形艺术构造 在第四章

我们将讨论这些问题

把尺度再缩小一些 比山谷更小的地表凹凸也具有分形的特征 据

摇动的世界 [2]一书记载 路面凹凸的功率谱是 f-2.5 型 由第一章



可知 路面是分形曲面 其分维为 D 7一 /2 这里 =2.5 所以

D=2.25

3.2  3.2  3.2  3.2  流水地貌及其分形特征流水地貌及其分形特征流水地貌及其分形特征流水地貌及其分形特征

3.2.1  3.2.1  3.2.1  3.2.1  流水地貌与紊流的分形流水地貌与紊流的分形流水地貌与紊流的分形流水地貌与紊流的分形

流水地貌是一种重要的地貌 这是因为地表流水是主要的地貌外力

之一 它在流动过程中侵蚀地面 形成各种形态的侵蚀沟谷 同时又将

被侵蚀的物质沿途堆积 形成各类堆积地貌 凡由地表流水作用塑造的

各种地貌 统称为流水地貌 由于地表流水几乎无处不有 因此 流水

地貌在陆地上的分布广泛存在

流水地貌可分为沟谷地貌 河谷地貌 河床地貌 流域地貌等类型

它们都与水流的性质有关 水流可分为层流和紊流两种基本流态 层流

仅能在水库及高含沙量的浑水中遇到 由于没有垂直于水流方向的向上

分力的作用 一般不能卷起泥沙 层流失稳就成为紊流 沟槽水流均为

紊流 它主要由许多不同类型的漩涡构成 水质点呈不规则运动并且相

互干扰 如果体系存在正色散和正耗散作用 则随着时间的推移 大漩

涡逐渐分裂成小漩涡 小漩涡又逐渐分裂成更小的漩涡 从能量的观点

来看 可以解释为大尺度漩涡能量不断地分割成小尺度漩涡能量 这被

称为能级串联散裂 如果存在正耗散加入负色散的作用 则是小尺度漩

涡能量不断转变为大尺度漩涡能量 这就是紊流能量逆转现象

能量散裂是一个分形过程 可用能谱 E k ka b来描述 式中 k

称为波矢 是单位时间内能量的散裂量 标度 由量纲分析可得著

名的柯尔莫哥洛夫 Kolmogorov 负 5/3 次方定律 E k k-5/3 2/3

事实上 紊流是间歇性的 按照弗里希 U. Frisch 的间歇紊流模型

得能谱 E k k- 8-D /3< >2/3 式中 D 是间歇紊流的分维 是

在全空间的平均值 据此可算出直径为 d 的球形沙粒受到水流的推力

Px 和上举力 Py
Px=9 xkx

D-5 / 3 2/3/16d 5-D 3.2—1

Py=9 yky
D一 5 / 3 2/3/16d 5一 D 3.2—2

式中 x y 分别为推移力和上举力系数 根据沙粒处于平衡的条件

可得滚动沙粒的直径与分维的关系 故不难推知 当 kx ky 1 时 分维

越大 推移力和上举力越大 推动的沙粒也越大 反之 分维越小 推

动的沙粒也越小 由此可以划分不同的流水侵蚀程度 当 kx ky 1 时

情况较复杂 如果把紊流视为简单分形 则进一步研究可以发现 D=2.

09—2.72 通常 D=2.34 事实上 紊流是一个典型的多重分形 因而

流水的侵蚀是很复杂的 塑造的地貌也是千奇百怪的

据研究 分维越大 被流水带走的泥沙越多 并且与雷诺数成正比

关系 当 D=7/3 时 紊流中的所有通量 质量 动量 能量 与雷诺数

无关 这叫做雷诺数的相似性

在研究流水地貌时 不仅要研究水流的特征和泥沙运动的规律 而

且要注意水系的形式与发展规律

水系是指每一条干流及各级支流的组合 其组合形式受一定地质构



造和自然环境的控制 在平面上表现为有规律的排列 近年来 国内外

学者的研究表明 水系有分形的特征 在下述两个假设

1 曲流以大于河道宽度一至两个量级的尺度表示

2 曲流是一个较大标度上的不规则结构之下 Snow于 1989 年利

用理查逊方法计算了 12条形态各异的单河道的分维 分析结果表明在中

尺度范围 大于河宽一二个量级 河道弯曲主要表现于分形弯曲 尽

管不同河流的分维值和标度范围大不一样 但该值的存在证明了单一河

道形态的不规则性及其结构特征都可用分形来描述

流域地貌的一个重要特征量是主河道 单一河道 与流域面积的关

系 1957 年 哈克指出 主河道长度和流域面积之间并不存在经典几何

学中的周长 L 面积 A 关系

L=cA1/2 3.2—3
实测得到的公式为

L=aAb  b=0.6 3.2—4
这就是河流地貌学中有名的经验法则 即哈克 J.T. Hack 定律 主流

长度 Lm km 与到达此地点的流域面积 A km2 之间有如下关系

Lm=1.89A
0.6 3.2—5

哈克认为 3.2—3 与 3.2—4 的差异是由于流域形状随面积的增加

而变长引起的 曼德尔布罗特 1982 将其解释为分形现象 这里 A 的

指数不是 0.5而是 0.6就说明主流为分形曲线 经变换可得 A1/2 Lm
1/1.2

正是由于主河道长度具有分形结构 而流域面积却是用欧氏测度量度

的 从而导致了两个公式的差异 他指出 幂指数 b=0.6 反映了主河道

的分形特征 其主河流的分维满足关系 b=0.6=D/2 即 D=1.2 他进一步

推导了流域面积和主河道长度之间的分形关系

L =c 1-D[A D/2 3.2—6
Hjelmfelt 1988 验证了这一关系式 他选取并计算了密苏里

Missouri 河的八条支流的实测数据 所得结果与 3.2—6 式吻合

人们还用改变粗视化程度的方法计算了亚马逊河 其形状如图 3.1 所示

的分维 大约为 1.85 而沙漠中的尼罗河分维为 1.4左右

Robert和 Roy 1990 进一步研究了主河道长度与流域面积的关系

他们用 23个小流域的数据研究了公式 3.2—4 中参数 a的变化 指出 a

是影响 b值的一个重要因素 a的变化是不同比例尺地图对实地 扭曲

的反映 由此 他们认为 指数 b 的偏高是地图 扭曲 影响和主河道

的分形特征共同引起的 因此 公式 3.2—4 不能用来计算主河道的分

维值

一般说来 对于线性干流水系 可用求海岸线分维的方法即 LH=LE
D-1求出干流的分维 D 这里 LH为豪斯道夫长度 LE

图 3.1  亚马逊河的形状

为欧氏长度 为码尺 对于树枝状 放射状 环状 辐合状和网状水

系 可用曼德尔布罗特[25]和费德 J.Feder [26]给出的公式 L=CoA
D/2

计算分维 式中 L为流域长度 A为流域面积

曼德尔布罗特证明 对许多水系 Co 1.4 D=1.2 哈克曾用朗拜



恩测定的数据验证过此数量关系 迄今 在各类专业书刊上报道了许多

水系的分维 霍顿 R.E.Horton 定律一直是流域地貌学中一个公认的

经典定律 研究水系的分形特征与霍顿定律的关系是地貌学家们极为感

兴趣的一个课题 根据哈克在霍顿理论基础上建立的水系模型 可把水

系的发展分成不同级别 设级别为 i 的河道的平均长度为 Li 仅次一级

的河道的平均长度为 Li-1 则长度比为 RL=Li/Li-1 如果级别为 i 的河道

数为 Ni 仅高一级的河道数为 Ni+1 则分支比为 Rb=Ni/Ni+1 设水系的

高级别为 s 低级别为 i=1 则由霍顿定律可得水系分维为

Ds=2logRL/logRb 3.2—7

这是费德于 1988年导出的主河道的分维公式 该公式的导出依赖于三个

假设 1 所有的霍顿比都为常数 即水系具有自相似性 2 所有

河流的宽度 包括汇流区 都相等 3 流域中任一级别的所有河流的

长度都相等 于是 由霍顿数 流域面积和公式 3.2—7 可以导出 河

网密度是一个不随面积和水系级数变化而变化的常数 这与真实水系的

发育过程不符 为了讨论水系与分维的关系 李后强 艾南山[27]从哈

克模型出发 导出了一个分维与水系级别关系的公式

Ds=2 s-i log Li/Lo /ilogNi i 0 3.2—8

式中 Lo为 小河道的平均长度 由于 i s是水系的级别 代表河流发育

程度 与河网密度有关 因此由 Ds可讨论水系的发育情况 在水系形成

的初期 河网密度很小 地面切割深度不大 这时支流短小并且数量很

少 水系级别 s低 分维 Ds小 随着水系的下蚀和溯源侵蚀 谷道伸长

流域扩大 继续产生许多新的支流与小支流 河网密度增大 地面切割

深度也不断增大 逐渐发展为水系的繁盛时期 此时水系级别 s 增大

分维 Ds也大

近年来 由于流域 数字化立视图模型 Digital  ElevationModels

DEM 的提出和计算机功能的增强 河流分维的计算已成为较容易的事

情 DEM是不断改变水道的分辨率或细节 并构成水道网络的方法 具体

处理过程是 将 DEM 数据产生于矩阵上 矩阵各点代表一个个象素 或

面积 如 30mX30m 的立视图 流域方向由象素的八个近邻之一而定

这样就规定了流域方向或流场 再计算流过各阵点的象素数 给出流进

各阵点的累积面积 当累积流域面积大于临界支撑面积时 所得象素就

构成水道网络 减少支撑面积 会导致水道网络的细化 相当于增加流

域的分辨率 细化度要设定一个极限值 由 DEM 可产生数字化的水系

并从所得数据计算出分维值

3.2.2  3.2.2  3.2.2  3.2.2  流域地貌发育的分形模型流域地貌发育的分形模型流域地貌发育的分形模型流域地貌发育的分形模型

前面从静态角度讨论了水系网络的分形特征和分维与水系级别的关

系 下面我们讨论流域地貌发育的分形模型 众所周知 任何一条河流

每时每刻都处在水流与河床的相互作用之下 河床经常发生冲淤变化

使河岸崩塌 航道淤塞 因此 研究流域地貌的发育对生产建设有重要

的意义

流域发育具有阶段性是由流域发育的规律性所决定的 流域在不同



的发育阶段具有不同的产沙特性及地貌形态 流域的发育主要与水流侵

蚀有关 我们从被侵蚀掉物质的量的角度来研究地貌发育过程 首先需

要引入一个渗流模型 该模型是布罗得本特 S.R.  Broadbent 和哈默

斯勒 J.M.   Hammersley 在 1957 年提出的一个随机模型 主要研究

流体随机地穿过介质的行为 地表水系在河网密度较大时可视为渗流

设在一范围为 L的地表被河流侵蚀的比例为 P 理论研究表明 当 P接近

于某一临界值 Pc 时 就构成具有统计自相似性的分形网络 被侵蚀掉的

物质为 M L =C1L
D 把 L视为流域长度 A为流域面积 则河网密度 ds

定义为 M L =C1 dsA
D 若全流域物质为 Mo 则

P=M L /Mo =Eds
D 3.2—9

式中 E=C1A
D/Mo称为侵蚀模数 P也称为侵蚀积分值 励强等[28] 曾求得

黄土高原侵蚀积分 P与河网密度 ds关系为 P=0.194ds
0.697 与渗流模型接

近

研究表明 实际计算得到的分维 D 值都小于理论值 其原因可能在

于河流不甚密集 P<Po 没有构成分形渗流结构 此时 M L lnL 得

到的仅是标度指数 即 P=Eds 只有当 P Pc 时 =D 当 P Pc
时 M L L2 显然由 Pc可划分出流域地貌的发育阶段

当 P<Pc时 侵蚀早期 标度指数 =0 0.75 对应侵蚀积分值 0 P

0.39

当 P Pc时 侵蚀中期 分维 D=0.75 1.89 对应侵蚀积分值 0.30

P 0.70

当 P Pc时 侵蚀晚期 分维 D=1.89 2.0 对应侵蚀积分值 0.  70

P 1.00

这样就给出了定量刻画流域发育阶段的新参数

更有意义的是可以从理论上大致确定各种水系的临界值 Pc 研究表

明

Pc =1/ Rb—1 或 Pc=d/Rb d—1

其中 Rb是河流的分支比 假定河流在一个平面上分布 d=2 网状 环

状 放射状水系的临界值分别为 Pc 0.347 0.45 0.50 格状和树状水

系的临界值分别为 Pc  0.65 分支比越大 越趋于侵蚀晚期 如果河流

分布在一个立体空间中 则 Pc= 0.12 0.39 与实测值大体相符 更深

入的研究表明 Pc值还与地质条件有关

用单分形的方法描述地貌的发育较之传统数学方法虽是一大进步

但仍失之粗糙 真实的地貌 应采用多重分形来刻画 以海平面为起点

若在水平方向移动 dx 地貌高度变化为 dH 则高度变化梯度 g x

=dH/dx 实际上 H是 x的函数 大仁 S.Ohta 和本庄 H.Honjo 的研

究

表明 高度变化几率 与 成正比 可设 │[29] P g x P = c H xi i
i∂

/ x  c m = 1i
m∂ │ 为规一化常数 当 时 还原为简单的受限扩散凝聚

模型 定义几率矩 若考虑的地貌范围为 则当DLA Xq = Pi
q

0 时 Xq
q-1 Dq 式中 Dq 为广义维数 它描述地貌的总体形

态 地貌的非均匀性还可以用另一种系统熵



Sq =lnXq / 1—q 3.2—10

来描述 用这种方法来刻画河床的侵蚀和河流阶地 都是十分有效的

3.2.3  3.2.3  3.2.3  3.2.3  小流域水系的多重分形特征小流域水系的多重分形特征小流域水系的多重分形特征小流域水系的多重分形特征

近 高鹏[30]运用双标度康托模型研究了小流域水系的多重分形

特征 其方法如下 首先 将各级河道的平均长度由小到大依次连接成

一条直线 作为构造的初始长度 其次 选取两个适当的标度和相应的

几率 为了讨论整个水系的分形特征 必须在整个水系的尺度上选取标

度 即在初始长度上选取 由于 高级河道反映了水系结构的非均匀性

不能忽略 所以取这一级河道的长度为一个标度 记为 l2 水系发育

活跃的地方是该尺度下的未级河道 因此取这一级河道的长度为另一个

标度 记为 l1 一般在较大比例尺的地形图上 小流域中的水系往往只

能看到三级 四级 所以上述标度的选取完全符合三级水系 对四级水

系 可取 l1为一级 二级河道的平均长度之和 如果出现高级别的水系

则可以认为更高级的河道已不具有外形特征 可不加考虑 而把标度 l2
选为第四级河道的平均长度 将映射后落到标度 l1上的一级河道数目记

为 n1 落在标度 l2上的数目加上 高级河道数目记为 n2 在实测中取 n1
为所有一级河道的数目 n2为汇入标度 l2的河道中的一级河道数目 这

相当于加了一个权重 相应的几率 P1=n1/ n1 n2 P2= n2/ n1 n2
将这四个初始数据代入到双标度康托模型的公式中 就可得到相应水系

的多重分形谱

由于该模型包含了描述结构非均匀性的高级河道和反映水系发育快

慢的一级河道数目 故产生的多重分形谱能刻画水系内部结构的局部标

度性质 从而为研究水系的发育演化规律提供定量依据

3.2.4  3.2.4  3.2.4  3.2.4  泥石流沟判别的分形研究泥石流沟判别的分形研究泥石流沟判别的分形研究泥石流沟判别的分形研究

高鹏 艾南山等[30—31]还对段家河流域泥石流沟进行了分形判别研

究 所用的模型仍为双标度康托模型 他们的做法是在比例尺力 1 50

000的地形图上 以 0.5cm为测量单位进行测量 由于地形图上的水系一

般只有主沟和主要支沟 因此 先依据地形图上的等高线绘出整个水系

再进行测量 分别计算出每一级河道的平均长度及落在其上的支沟数

目 把测量结果代入到双标度分形模型中就可求出每个水系的多重分形

谱 结果发现 分维值 Do可以定量地描述流域中水系的整体分形结构

同时 其数值变化规律还可以用来描述流域水系的发育 演化特征 Do
0.8时 水系处于幼年期 此时水系整体粗糙度 大 支沟发育不充分

各级支沟的差别也不明显 0.4 Do 0.8 时 水系处于壮年期 其中又

可分为两个阶段 0.7 Do 0.8 为壮年早期 0.4 Do 0.7 为壮年晚期

此期水系的粗糙度降低 但在壮年早期仍较大 各沟发育稳定 各级支

沟的差异较明显 Do 0.4时 水系处于老年期 此时水系粗糙度较低

支沟发育基本稳定 各级支沟的差异又变小 Do 值的这一划分与小流域

泥石流沟谷纵剖面形态特征的定量指标——沟谷纵剖面形态指数 N 值的划



分大体一致 这里地貌演化阶段的划分借用了戴维斯 地理循环 的术

语 流域水系的演化一般是内外营力作用的结果 描述水系形态结构的

分维不仅是外力侵蚀作用的体现 而且含有新构造隆升强度的信息 因

此 这里所说的流域演化阶段 实际上是指内外营力相互作用的强弱程

度

泥石流多发生于山区次级小流域 由于泥石流动力作用特别强 其

沟谷发育远比一般河流快 作为相对侵蚀基准的主河随构造抬升 不断

受到下切侵蚀 从而使谷坡变陡 支沟坡降增大 坡面侵蚀增加 泥石

流频发 大量固体松散物质进入河床 当达到冲淤动态平衡 即转入侧

蚀或加积阶段时 主河的稳定又反过来影响谷坡和支沟的剥蚀 致使流

域地貌趋向复杂化 主河这种下降继以稳定的周期性 使泥石流流域理

论上应与地壳抬升继以长期稳定条件下的流域具有类似的演化规律 所

以有 Do 0.7为泥石流发育期 0.4 Do 0.7为泥石流旺盛期 Do 0.4

为泥石流衰退期 由于泥石流有不同于一般河流的许多特征 1 泥石

流下切力远比水动力强 在主河下切时 一旦沟谷侵蚀导致泥石流爆发

后 河床就急剧下切 大一次下切深度可达十多米 2 泥石流侵蚀

下切主要在中下游段流通区 3 由冲淤平衡导致的主河相对稳定期不

长 泥石流流域难以形成准平原 所以 仅用 Do一个指标判断泥石流是

不完善的 从多重分形的观点看 泥石流的上述特征恰恰反映了流域水

系的局部标度性 衡量这一特性的定量指标就是标度指数 q 由于双标

度康托模型是建立在一维空间上的 对于一维情形 标度指数 2描述的

是分布在整体分形结构上的几率点间的距离 在地学意义上 它刻画了

水系支沟分布的相类性 因此 可选用 2 作为泥石流的一个判别指标

相应的关联维 D2可作为泥石流强度的判别指标 研究表明 段家河流域

在泥石流旺盛期 0.4 Do 0.7 2的分布范围为 0.178—0.315 其

余水系的 2 值均在此范围之外 由此可判别出该流域内的六条泥石流

沟 羊毛土南沟 粪积厂沟 小河沟 石家庄南沟 冷水沟 下西埔沟

流域中游的假岩沟的 2值为 0.  328 刚刚超出泥石流沟的 2的范围

可认为是潜在的泥石流沟 与实际情况对照 可发现除羊毛土南沟 粪

积厂沟以外 其余五条均为泥石流沟 错断率为 28.5% 将五条泥石流沟

的 D2值按从小到大的顺序排列 下西埔沟 0.238 冷水沟 0.299

石家庄南沟 0.303 小河沟 0.360 假岩沟 0.397 其中 冷

水沟曾经爆发过两次泥石流 较为严重 假岩沟没有真正爆发过泥石流

因此 可以将 D2=0.3 作为判别泥石流沟强弱的临界值 D2 0.3 的沟为

泥石流较强的沟 D2 0.3为泥石流较弱的沟

进一步研究表明 成昆线北段泥石流活动受构造影响大 流域水系

的整体分维值 Do偏高 在泥石流的发育期 Do 0.7 也表现出较强的泥

石流活动 因此 前述的泥石流演化阶段的定量描述在这里不完全适用

可用的 2值的范围是 0.313—0.502.即 2值落在此范围内的沟为泥石流

沟 研究发现 在所有 Do 0.7 的沟中 特克沟的 2 值属于这个范围

说明除这条沟以外 其余的都不是泥石流沟 尽管它们都处在泥石流旺

盛期 由此可判断出该区的八条泥石流沟 利子依达沟 老木坪沟 依

不洛多沟 布交已达沟 苏雄沟 崖吉沟 窄板沟 资勒沟 特克沟



根据野外调查资料 其中的崖吉沟 资勒沟和特克沟不是泥石流沟 可

见 错断率为 3/8=37.5% 据已有的调查结果 在所判的非泥石流沟中

列古多沟和瓦洪沟爆发过泥石流 因此 漏判率为 2/7 28.6% 对所有

的泥石流沟 其 D2值分别为 列古洛多沟 0.084 瓦洪沟 0.288

老木坪沟 0.377 窄板沟 0.399 依不多沟 0.520 利子依达

沟 0.537 布交已达沟 0.561 把 D2=0.4作为划分泥石流强弱的

临界值即 D2 0.4为泥石流活动较强的沟

小江流域的泥石流受小江断裂带的控制 从河流发育阶段看 所选

水系的 Do值多在 0.4—0.8的范围内 即处于河流演化的壮年期 只有蒋

家沟和大白泥沟处于幼年期 Do 0.8 很明显 这是强构造造成的结

果 Do 值的这一刻画与实际情况比较吻合 由于小江活动带和强新构造

运动的影响 流域内泥石流现象极为普遍 泥石流规模和爆发频率也较

大 流域内泥石流沟一般都处在旺盛期 根据流域内水系的分形谱 可

对该流域内的泥石流活动进行定量分析 在泥石流的旺盛期 Do 0.7

2值的范围为 0.141—0.306 其余的沟虽然都处在发育期 Do 0.7

但只有三条沟 铜厂箐沟 小白泥沟 里里落沟 的 2值不属于这个范

围 通过 2 值判别得到 所选水系内有 11 条泥石流沟 蒋家沟 里大

坪子沟 大桥沟 老干沟 达德沟 大白泥沟 达朵沟 三合口沟 小

水沟 拖沓沟 望天地沟 实际资料表明 其中的望天地沟不是泥石流

沟 故错判率为 1/11=9% 而在判为非泥石流的三条沟中 有两条是泥石

流沟 铜厂箐沟 小白泥沟 故漏判率位 2/12 16.7% 所有泥石流沟的

D2 值分别为 达朵沟 0.194 达德沟 0.222 蒋家沟 0.227

三合口沟 0.229 老干沟 0.247 大桥沟 0.259 小水沟 0.369

大白泥沟 0.371 拖沓沟 0. 371 里大坪子沟 0.  373 铜

厂箐沟 0.476 小白泥沟 0.579 判别泥石流强弱的临界值为 D2=0.3

D2<0.3的为泥石流较强的沟 Do 0.3为泥石流较弱的沟

在高鹏等研究的三个地区中 作为泥石流判据的第二指标 2值的范

围分别为 0.178—0.315 0.313—0.502 0.141—0.306 没有较一致的范

围界限 但是 可以发现大多数泥石流沟的 2值小于 0.40 因此 可以

认为这一数值是单一指标 2 值的一个粗略界线 2 值小于 0.4 的水系

发生泥石流的可能性大 2 值大于 0.4 的水系发生泥石流的可能性小

在三个地区中 强度判别指标 D2 值的分布为 0.238—0.397 0.084—

0.561 0.194—0.579 虽然实际情况中并没有严格遵循 D2 值由小到大

泥石流强度由强到弱的规律 但确定 0.3—0.9 为界 小于此界的为强泥

石流沟 大于此界的为弱泥石流沟 则有一定的实际意义 事实上 由

于这三个小地区的地质条件差异很显著 构造运动的强烈作用往往打破

了流域地貌的正常循环周期 使地貌发育转入早期 即所谓的 回春

效应 所以 从 Do值的分布看 位于小江流域下游的的蒋家沟本应属壮

年期 但实际却为幼年期 成昆线北段牛日河中游的依不洛多沟 崖吉

沟情况相同 如果把构造活动看成流域系统的外力 则恰恰可以说明多

重分形谱能较真实地反映流域演化中的非线性过程 以 Do 值为定量指标

分出的流域水系的演化阶段与实际较吻合 构造运动对泥石流的影响更



为明显 一般说来 处于泥石流旺盛期的沟谷 容易爆发泥石流 在所

有的泥石流沟中 有 13 条处于泥石流发育期 有 11 条处于泥石流旺盛

期 其中 地质条件较稳定的段家河流域中 仅有一条泥石流沟处于发

育期 另外四条全部处于旺盛期 与泥石流发育的一般规律基本一致

而受地质构造运动影响较强烈的地区则有 12条处于发育期 7 条处于旺

盛期 由此可见 构造运动使泥石流的发育期向旺盛期转变 从而增加

了泥石流的活动 这种作用与用分维 局部标度指数划分的泥石流发育

演化阶段并不矛盾 用这种方法划分仍然是可靠的 在所研究的三个地

区 运用多重分形谱判别出 26 条泥石流沟 其中有 20 条是已知的泥石

流沟 判别正确率达到 76.9% 在错判的 6条泥石流沟中有 3条 粪积厂

南沟 羊毛土南沟 望天地沟 是因为没有野外调查资料的印证而归为

非泥石流沟的 因此 有理由相信 这种分形方法可以为未知泥石流沟

的预测提供有价值的参考信息

3.3    3.3    3.3    3.3    岩石断口的分形构造与岩石断口的分形构造与岩石断口的分形构造与岩石断口的分形构造与

地震的分形现象地震的分形现象地震的分形现象地震的分形现象

岩石断裂后 其断口粗糙不平 大小断层 裂缝 微裂纹互相嵌套

纵横交错 形成极其复杂的图象 研究表明 这种极其复杂 极其破碎

表面无规的结构的背后隐藏着分形的规律

3.3.1  3.3.1  3.3.1  3.3.1  断层与裂缝的分形结构断层与裂缝的分形结构断层与裂缝的分形结构断层与裂缝的分形结构

丹尼斯 N.  Denis 和斯蒂佛 S.  Steve [32]研究了破裂花岗

岩深成岩体的地形面几何量值的变化 他们认为 由富含挥发性物质的

岩浆结晶而成的花岗岩深成岩体的露头 反映了相应的地面与在深成岩

体及邻近的基岩内发育的破裂格架之间存在着极好的相关性 下伏这种

深成岩的山脉剖面具有一特征形式 山脉内部的溪流 路径及植被都沿

花岗岩块间通过 其分布特征表明这些形迹是发育于地下深处而后又为

侵蚀扩宽的狭窄细长的破裂形成的 这些深成岩及基岩中破裂的格局是

力学变形的结果 这种变形与富含挥发性物质的岩浆的侵蚀 结晶和半

固结冷却过程相伴出现 将这些体系剥露出来的风化和侵蚀过程 通过

沿破裂的差异风化作用也形成了发育于地面的格局 在少数情形下 破

裂也可以是包括远离冷却岩浆的热能 机械能及化学能等的耗散这一动

力过程的产物

在岩浆-热液系统中 破裂系的几何性质已广泛用于对构造 流体流

动及化学史进行反演 作者们认为 虽然人们早就认识到破裂可成为热

液流动的通道并建立了估计热液事件中岩石平均渗透率的反演方法 但

是还应建立除理想情形外 由露头观察到的破裂网络的几何性质及估计

的渗透率之间的函数关系 研究发现 这类深成岩体的地形极不规则

为壁陡的峡谷深切 这种峡谷为破裂控制 从一组破裂向另一组破裂过

渡时形成突然拐弯 这样的表面难以用传统数学定量描述 而分形几何

则为其提供了用武之地 小尺度研究发现地形数据具有分形特征 并可

用分数布朗运动来模拟 地形数据的分析还表明区域断裂过程是分形



的

作者们发现 随着硅酸盐的结晶并冷却到环境温度 熔融的硅酸盐

在基质及其半固结的部分形成了系统破裂格架 深成岩体的风化使破裂

更为明显 并造成地形面支离破碎 从而无法通过欧氏几何进行测量

在本质上 这些表面的几何量可能是破裂网络渗透性的标志 根据 1 

25 万和 1 24 万地图可以对等高线和垂直剖面数值化并计算其分维 D

在单一的深成岩体内 具类似碎块形式的花岗岩深成岩体下伏区域的 D

值为 1.  15—1.28 这一值域是由于干扰及其它地质因素所致 其中包

括使 D 1.  05 的制图和数值化过程引入的误差 然而所有的值都大于

该阀值 它们与局部的差异风化密切相关 在沉积物堆积或冰川侵蚀造

成地表平坦的地方 D 值 小 而沿刃脊发育的等高线和无冰川的台地

上 D值 大 对于上述的每一区域 破裂的密度越高和 或 较连续发

育的地方 D 值越大 在深成岩体造成的应力场近场的下伏基岩范围内

D值也高 所得的分维显然与盐浆一热液事件相关 这可用来确定热液过

程中活动的渗透网络的性质

丹尼斯等的研究结果可以在如下方面得到应用 1 应变分析 对

存在类似的构造变形区域进行判定时 地质学家感到很费工夫 考虑到

其分形构造 可能克服这一困难 如 索图斯山脉 地形极不规则的锯

齿形山脉 深成岩体近场中较大的分维测量值 可能与岩体形成时所产

生的异常变形格局相吻合 应变尺度也可能与相应的应力场有关 而且

能够反演传统的连续介质力学无法完成的应力状态 2 渗透率值与破

裂网络的关联 破裂系的渗透性是破裂形成的变形期间岩石内部渗透率

的统计测量值 这一期间被定义为破裂系的 F 处于活动状态的时段 其

中 活动 的含义是沿 F 提供的网络的平流运移作用所导致的净热通量

大于通过同一区域的传导热通量 3 实例分析 克拉默山和沃邦纳特

地幅的 7.5 分地图的地形等高线的分维测量值 D 在 1.11—1.26 之间变

化 尽管这种变化与海拔高程有 直接的联系 但值域还受到诸如岩性

破裂发育程度 连续性及冰川平滑程度的影响 大的 D 值出现于沿中

央刃脊的高海拔等高线 在这些地方风化使花岗岩中的破裂更为明显

近年来的研究发现 岩石破裂过程具有随机自相似性 H.

Takayuki[33] 研究了日本断层系的分维 发现了不同标度下岩石破裂几

何形状的分形结构 其方法是根据断层图 用数盒子法检验岩石破裂几

何形状的统计自相似性 结果表明 在 2到 20公里的标度范围内 断层

破裂系显示出较好的统计自相似 即分形结构 特征 在日本断层系中

其分维变化范围为 1.05—1.60 在日本岛弧中部地区为 1.5—1.6 并随着

离开其中心距离的增加而逐渐减小 在较小的标度下 岩石破裂几何形

状也显示出较好的分形结构 当标度为 0. 625—10 公里时 北伊豆半岛

断层系 分支断层 的分维为 1. 49 当标度为 10-1 到 10-2米的量级时

岩石破裂几何形状的分维约为 1.49—1.61 岩石破裂几何形状分维的上

限约为 1.6 该值可由岩石实际破裂几何形状的分维估计而得 此值可作

为模拟岩石断裂和破碎过程中的限制条件

金 G.  King 萨多夫斯基 M. A  Sadovskiy 和黑拉塔 T.

Hirata [34 36]等人的研究表明 地表的断层线具有分形性质 吴汝

山和安艺敬一 K. Aki [37]利用地震波散射资料证明 岩石圈的三维



非均匀体也是分形的 这些不均匀体可以由不同的因素造成 如差应力

较高地区出现的张开型裂纹 可以使该区域成为非均匀体 因此 研究

地下非均匀体的结构特征 分形和分维数 以及该特征随时间的变化

对地震区的划分 寻求地震前兆及地下矿床的勘探开发都是有意义的

正如前所述 地面断层线的分维数 大值为 1.5—1.6 它将随地区的不

同而变化 奥库博和安艺敬一 P.Okubo K.Aki [38] 肖尔茨和阿维

勒斯 C. H.Scholz C.A.Aviles [39]沿圣安德列斯断层进行地面测量

其结果与上述估值一致 安艺敬一等发现 当尺度小于 300m 或 1km 时

分维为 1.2 而当尺度变大时 分维为 1 肖尔茨等对另一段断层测量得

到的分维数为 1.4—1.6 当尺度大于 20km 时 分维为 1.1 这些地面结

果与吴汝山等利用地震波推测地下结构的结论是大体一致的

在地球科学中经常遇到各种复杂的形态和构造 他们往往具有分形

的特征和分形维数 因而这些形态和构造包含了自然界的组织原则

断层 裂缝及地下存在的许多非均匀体 看起来是非常不规则的

但他们存在着分形结构 因而 运用分形理论 我们就可以对这些复杂

无规的形态给出较好的描述 近年来 本书的作者对四川碳酸盐岩地区

的断层 裂缝的分形分布规律进行了较系统的研究 获得了一些新的认

识[40] 四川的石油 天然气尤其是天然气主要储藏于碳酸盐岩中 碳

酸盐岩储集层由于在其沉积环境 成岩和构造应力作用下 其断层 裂

缝和孔洞的分布呈各向异性 极不均质等强非线性特征 因此 其缝洞

体在储集层中的分布极不规则 非均匀性十分显著 这使得裂缝发育带

的精确预测非常困难 这样 研究断层与裂缝发育的关系 裂缝发育和

分布的规律 对裂缝性储集空间油气资源的勘探开发具有重要的实际意

义 研究表明 裂缝方向和岩石层理方向之间存在一定的规律 一种意

见认为 裂缝产生于褶皱过程中及进一步的构造变形运动中 而另一种

意见认为 裂缝和局部褶皱的形态以及变形运动之间没有任何联系 还

有一些学者认为 成岩和构造两种类型的裂缝随着时间的推移而融合在

一起 由此 在没有任何构造因素的影响下 岩石中产生的次生变化也

可以形成裂缝 这样关于裂缝的成因有三种不同的假说 褶皱前产生的

裂缝 与褶皱同时产生的裂缝以及在褶皱后产生的裂缝 现代观测资料

和研究结果表明 从全球性的大规模构造和人造地球卫星拍摄到的大地

裂缝到各种不同的断层 裂缝乃至只有在显微镜下才能看到的微破裂

其结构上都存在着自相似性 这可能是由于在构造应力或地质作用下

在褶皱的形成过程中 产生各种不同的断带 裂纹而且向各个方向扩展

的结果 因此 断层与裂缝系统的分形结构表明 裂缝与褶皱同时产生

这一假说似乎更为合理 裂缝系统产生和扩展的机理及自相似结构可用

拉普拉斯分形理论描述并通过裂缝扩展指数或扩展几率来计算裂缝网络

的分维 而裂缝扩展几率又可以和裂缝参数如裂缝体积密度 面积密度

线密度 裂缝张开度 裂缝率等联系起来 裂缝空间的方位也可以和拉

普拉斯分形模型联系起来 这样就得到了研究裂缝形成 扩展及分布规

律的一种新方法

在外成力作用下岩石内部性质发生变化形成的非构造缝 在层理面

上形成多边形网格 并形成分支状的分形网络 因此 在极短的距离内

裂缝方向就发生变化 这类裂缝包括成岩缝和收缩缝 另一类为构造缝



分为张裂缝和剪切裂缝 分别是正应力和切应力作用的结果 按照时间

演化 可将裂缝分为 成岩缝 构造缝和风化裂缝 而按照尺度范围

大致可划分为层裂缝 不超出相同岩性地层范围 局部缝 切割了不

同岩性地层 区域缝 超出局部构造范围 从空间分布看 某些不

同方向的裂缝组系组合在一起 给人的表观印象似乎是无序 几何混沌

的 实际上 岩石裂缝具有自组织性 无论是在时间尺度上还是在空间

尺度上 都具有一致的几何形态 在通常情况下 裂缝网络由两组方向

互相垂直的正交于层理面的主要裂缝组系组成 在个别情况下 可能由

一组平行于层理面的水平裂缝组系 如薄层 和三组垂直裂缝组系 如

泥灰岩 组成 不仅宏观的断层系如前面介绍的日本断层系 圣安德列

斯断层具有自相似结构 而且微破裂如大理石的微观断裂也具有分形结

构[41] 裂缝和断层虽有尺度上的差异 但在几何结构上具有一致性

广义地 断层也可归结为裂缝 即岩石裂缝包括了地壳中大小及成因极

为不同的各种断裂变形

断层与裂缝系统具有分形分布 地面观察和岩芯取样分析的结果表

明 地表露头上的裂缝组系与地下深处的裂缝具有相似性 地下深处有

效裂缝密度 大的地方也就是上部地层或天然露头上的裂缝强烈发育

带 地下深处岩石裂缝强烈发育带与地表的相似性 对碳酸盐岩地区的

油气资源勘探具有实际意义 地表广泛发育的河谷水文网方向与裂缝方

向一致 大规模融岩的形成与裂缝延伸方向一致而且经常沿裂缝发育

这不仅说明了岩石裂缝与地质构造有关而且说明了其分布上的分形规律

即自组织性 有些学者认为 岩石裂缝可分为两类 一类的方向及形成

机理与局部褶皱作用有关 而另一类则与褶皱和地层产状要素无关 后

者具有构成地壳的分形网络结构 这种结构具有全球性特点 在从大到

小的多种尺度上具有分形分布规律 不同地区 不同地层中的裂缝组系

具有统计自相似性 裂缝发育的方向也有类似的性质 例如数量上 正

交裂缝组系占优势而斜交组系次之 不连续裂缝的分布也有类似性质

它分布于不同尺度范围之内 考虑到断层裂缝分布的统计自相似性和非

均匀性 在研究断层裂缝系统时 较合理的是选用多重分形模型描述裂

缝的分布规律 把实际的断层裂缝系统划分成粗的均匀网格 根据裂缝

密度或裂缝率求出每一网格内的裂纹生长几率 并对网格进行细化 可

求得定量表征非均匀分布的广义维数谱或奇异谱

图 3.2 是四川丹凤场气田阳新统断层分布图 阳新统是四川盆地碳

酸岩盐地区主要油气产层 具有低孔隙 低渗透的特点[16] 研究其断

层分布的规律对认识地下受力强弱 连通性好坏 裂缝发育情况乃至勘

探开发 都具有重要意义

在三维常规时间剖面上 仅能查到丹凤场气田阳新统的 37 条大断

层 运用瞬时振幅 瞬时频率和瞬时相位资料 寻找到 P1层内部未断开

标准层面 落差小于 50m 的小断层 485 条 它们在空间的分布如图 3.2

所示 为了研究该断层分布是否具有分形的规律 取标度 r 0.2cm—3cm
的 9种不同标度的正方形 盒子 组成的坐标网来覆盖 1 100 000的断

层平面图 对标度

图 3.2  阳新统断层分布图



r 定义计数函数 Ci r

C r
i

i ( ) ( . )=




−
1
0

3 3 1
若第 盒子有断层

否则

对每一标度 r 计算出含有断层的盒子总数

C r C ri i( ) ( ) ( . )= −∑ 33 2
对不同标度 r C r 的计算结果如表 3.1 所示

表表表表 3.1r3.1r3.1r3.1r 与与与与 CCCC rrrr 的函数关系的函数关系的函数关系的函数关系

R(cm) 3 2 1 0.8 0.6 0.4 0.3 0.2 0.1
C(r) 13 26 93 138 209 280 423 591 793

在不同标度范围内 对 1nr 1nC r 的值用 小二乘法作线性

回归 结果如表 3.2所示

表表表表 3.23.23.23.2 不同标度范围内不同标度范围内不同标度范围内不同标度范围内 1nr1nr1nr1nr 1nC1nC1nC1nC rrrr 的回归结果的回归结果的回归结果的回归结果

标度范围 DB 盒维数 R 相关系数

R=0.2-3cm 1.5845 0.9938
R=0.3-2cm 1.6567 0.9981
R=0.4-1cm 1.6201 0.9991

由表 3.2可求得盒维数

DB 1.62 0.029 3.3—3

由于在双对数坐标系中 1nr与 1nC r 之间有显著的线性关系 因此

在统计意义下 断层的分布在尺度上满足非线性规律

C r ar (1.62 0.029) a为常数 3.3—4
上述研究结果说明 在统计意义下 断层的分布在 200—30  000m这

一无标度区间内具有分形的规律 由于计算时要受到图形的比例和分

辨率的限制 所以实际的无标度区间可能更宽 由于断层分布的维数

为非整数 说明断层分布具有非均匀和各向异性的特征 它反映了储集

空间内所受应力的非均匀性 从而裂缝的发育和分布也是非均匀的 这

正是寻找裂缝发育带的困难之所在 也是借助非线性科学方法解决问题

的希望之所在 事实上 对这种非均匀性的更细致的刻画可以应用多重

分形模型 定量描述断层分布的密集区和稀疏区 由此确定地下连通性

的好坏 并对其渗透性能作出适当的评价

岩石破碎的剖面线也有分形的特征 分维可以较好地描述节理岩体

的粗糙度 事实上 它和节理岩体的粗糙度系数之间存在着密切的关系

节理岩体的粗糙度系数 JRC 是岩体变形 破坏过程力学分析中的一个

非常重要的参数 在确定岩体结构面抗剪强度时 结构面粗糙度往往是

影响其大小的基本因素 这种程度可用巴顿提出的 JRC 分级来表示 巴

顿根据现场调查将节理面的粗糙度分为十级 在实际工程中 需依靠节

理面的大致形态 起伏程度 并凭一定的经验确定 JRC 值 这既不便取

值又不利于估计误差 从而大大限制了巴顿抗剪强度公式的实用性 而

根据节理岩体的分形特征 对 JRC 进行定量化分析 就能弥补现场岩体

抗剪试验的困难 利用室内试验结合 JRC估算节理岩体的抗剪强度



谷拴成对巴顿提出的标准粗糙度剖面线进行了分维测量 任取一条

剖面线 用长度为 r的线段去测量 测得的结果即测量步数记为 N r

在无标度区间内 N r 与 r之间存在着分形幂律关系

N r Kr Df 3.3—5
式中 K为常数 Df 就是测量得到的分维 是描述节理剖面线粗糙程度的

一个重要参数 在双对数坐标系中对测量所得的点 1ogr 1ogN r

作线性回归就可得到 Df的估计值 其结果如表 3.3所示

表表表表 3.3  3.3  3.3  3.3  不同级别节理岩体标准粗糙度剖面线的分维测量值不同级别节理岩体标准粗糙度剖面线的分维测量值不同级别节理岩体标准粗糙度剖面线的分维测量值不同级别节理岩体标准粗糙度剖面线的分维测量值

巴顿的

JRC
0-2 2-4 4-6 6-8 8-10 10-12

12-14 14-16 16-18 18-20
分维 Df 1.0004 1.0015 1.0029 1.0040 1.0043 1.0054

1.0070 1.0079 1.0092 1.0133

对上表中的数据作统计回归可得到下述方程

JRC 75246.2131D2f 153011.410Df 77766.060 3.3—6

该方程表示了巴顿的 JRC和分维 Df之间的统计关系

在实际应用中 传统的方法是先测量节理壁面抗压强度和基本磨擦

角 再根据巴顿公式反算出 JRC 值 现在有了分维计算的方法 就可以

先测量节理粗糙度剖面线的分维 Df 再运用公式 3.3—6 计算 JRC 谷

拴成以花岗闪长岩岩体的室内实验为例 分别用传统方法和分维方法计

算了 JRC 值 结果说明利用分维研究节理粗糙度的 JRC 值与试验反算值

能较好地吻合 其结果如表 3.4所示

表表表表 3.4  3.4  3.4  3.4  利用分维和试验反算的利用分维和试验反算的利用分维和试验反算的利用分维和试验反算的 JRCJRCJRCJRC 值的比较值的比较值的比较值的比较

试验节 理组号 节理分维 Df 得用 D 计算的 JRC 值 试验反算出的 JRC 值

第一组 A-1 1.0028 5.69 5.67

第一组 A-2 1.0029 5.80 5.77

第二组 B-1 1.0031 6.28 6.29

第二组 B-2 1.0033 6.51 6.48

第三组 C-1 1.0023 4.68 4.66

第三组 C-2 1.0024 4.72 4.70

3.3.2  3.3.2  3.3.2  3.3.2  地震分布的分形特征地震分布的分形特征地震分布的分形特征地震分布的分形特征

地震是地球内部岩石脆断或位错所引起的地动现象 地震能产生断

裂 地震本身又与地层中的断裂有关 地震中的断裂有各种不同大小的

尺度 同时又与能量的传播有关

地震在强度分布上存在着分形的规律 地震越大 发生的次数越少

在地震震级与地震频率之间有一个著名的古登堡—理希特 即 G—R 公式

logNT a—bM 3.3—7
其中 M 为震级 NT 为震级在 M 以上的地震总数 a 与 b 是系数 其中 b

值是一个重要参数 反映了岩石所承受的平均应力和岩石内部平均强度

的大小 金曾于 1983年发表文章指出 b值的几何意义 他认为 b 值是

在某种几何条件制约下长期均匀有限变形的结果 也是断裂分形的必然



结果 不需要从应力方面去考察 1981 年 安艺敬一证明了 3.3—7
式与地震分形分布的定义等价

地震矩 能量 可用下式定义

E A 3.3—8
式中 为剪切模量 A为断层破裂的面积 为断层破裂的平均位移 震

级 M和地震波能量 E之间有如下关系

logE C 1.5M 3.3—9
式中 C为常数 当 E以焦耳为单位时 C 4.8 把 3.3—7 和 3.3—9

结合起来 就得到

NT E b/1.5 E De 3.3—10

式中 De为能量分维 由此可见 地震次数是随着能量的减小而增加的

二者有分形幂律关系 如果把能量 E视为标度 则能量分维 De为

De b/1.5

此式揭示了地震 b值与分维之间的深刻内在联系

如果把断层破裂的线度作为尺度 则

E ar3 3.3—11
是一个很好的近似[43] 式中 r A1/2 是断层破裂的线性尺度 由

3.3—7 3.3—9 和 3.3—11 可以得到

logNT 2blogr 3.3—12

式中

bc/ 1.5 a bloga/1.5 3.3—13
3.3—12 可以改写为

NT r 2b 3.3—14

由分形分布的定义 NT r D知 震级大于 M的地震数目 NT的分形分布的

分维 D 2b 代表了区域性或世界性地震活动的分维

作为区域频度—震级分布的一个例子 梅恩和布尔顿 I.G.Main

P.W.Burton 总结了南加利福尼亚州的地震活动性 他们用 1932 年至

1972年的地震资料给出了震级大于 M的年地震数目 NT与 M 的函数关系

他们得到 在 4.25 M 6.5的震级范围内 地震活动的分维 D 1.78

在 3.3—9 和 3.3—11 中取 C 16 a 3.27 107 达因/ 厘米 2

相应的 r取值范围为 0.9km r 12km 对较小振幅的地震 M 4.25

估计其资料也会满足这一关系 只是在大区域范围 仪器的控制能力往

往不足

大于 6.5 级地震的资料偏离了这种分形关系 其原因可能有两条

其一 6.5级以上的地震数目太少 因此做这样的统计难以得出有意义的

结果 其二 加利福尼亚州的地震孕震深度大致在地下 12公里处 而且

大地震可能具有非对称的断层破裂 因此 那种几何上的自相似性就不

再适用于震源深度大于 12公里的地震

对圣安得烈斯断层南段 当 M 8.05时 其地震数目 NT 0.006a 1

重复时间 163 年 通过对区域地震活动的分形关系的外推 似乎可

对圣安得烈斯断层该段上的大地震作出一个合理的预测

据观测 b值接近于 1 通常不低于 0.7或高于 1.3 因此 能量分

维在 0.47 Df 0.87之间 研究发现地震 b值所反映的分形规律跨越了



很大的尺度 其无标度区的上限可到 7 级以上 其下限很可能在 0 级

其能量至少跨越了 10个数量级 其原因可能在于断层系统具有很好的自

相似性

人们发现 b值随时间 空间均有变化 特别是大地震发生之前 根

据中 小地震计算出来的值往往有明显的变化 例如 1964年 1月 22日

发生在日本本州北部的一次 3.3 级地震 高灵敏度的地震仪记录了前震

共 25 次 余震 173 次 求得前震 b 0.35 余震 b 0.76 又如 1960

年 5 月 22 日 发生在智利的 8.9 级大地震 观测结果 前震 53 次 余

震 186次 求得前震 b 0. 55 余震 b 1. 33 由此可见 地震前后 b

值不同 通常是震后的 b 值大于震前的值 因此 测定 b 值可作为预报

地震的一种方法 根据 b值和能量分维 De的关系 分维 De也有可能成为

预报地震的新参数 109

值得强调指出的是 在用分形关系作为大地震的预报因子时应审慎

行事 其原因正如如上所述 尽管一个特定区域内的 b 值几乎可以保持

为常数 但其地震活动水平可能随时间变化 致使任何外推都可能产生

较大的误差 例如 如果一次大震的发生降低了大区域的应力水平 那

么在大震后的地震活动水平也会相应下降 此外 每个区域里都会发生

一次 大的特征地震 该地震的大小与当地的区域构造有关 地震的灾

害与这一 大地震的震级密切相关 然而 我们没有理由认为地震的大

小与分形分布的其它特征有关 金和图尔科特提出用构造来解释地震活

动性的分形分布 一个例子是每一断层都发生一次特征地震 他们认为

如果果真如此 则地震活动性的分形分布就意味着断层的分形分布

地震在时间轴上的分布也有分形的特征 研究表明 地震在时间轴

上的分布是类似于康托尘集的离散点集 因此 就使人们想到用分形理

论来研究地震的时间分布 用不同标度的定长时段 t来测量地震的时间

分布 分别统计出 有震时段数 N 然后在双对数坐标系中回归点 log

t logN 就可从直线段的斜率来求出时间分维 Dt 洪时中[42]等考

察了四川西部 1970—1985 年间地震活动的时间分布 求得时间分维为

0.48

地震的空间分布也具有分形的规律 在不考虑震源的体积与震源深

度的差别时 可把地震视为三维空间中的一个点 于是 与星际中星球

的分布类似 地震 震中 的分布也有某种程度的自相似性 如果把整

个区域划分成为大小相等的若干格子 格子的边长为 当格子的大小

不同时 分别统计出 有震格子数 N 在 log —logN 图上找到无标

度区间 在此区间内对 loge logN 作线性回归 其直线段的斜率就

是地震空间分布的分维 Ds 我国学者安镇文等人对地震空间分布的分维

进行了探讨 结果发现 我国几次 7 级大地震前 中 小地震的时间分

维 Dt和空间分维 Ds明显偏低 这是一个很有意义的发现 说明地震的时

间分维和空间分维有可能成为预报地震的实用手段之一 地震活动的分

形特征有多种表现形式 有的还可能具有多重分形的特征 因此所得到

的分维也有不同的形式 地震的分维研究虽然历史并不悠久 但已取得

了一批有实际意义的成果 使人们看到了用分维来预报地震的一线曙

光 值得注意的是 目前在实际计算地震的时间 空间分维时 碰到的

一个具体问题是它们的无标度区间很窄 因此对计算的精度带来一些影



响 如何提高计算精度 并把地震的机制如震源模式 地震波的传播

地层和岩石的断裂与分维联系起来考虑 使分维在地震预报和震区的划

分中产生更大的作用 仍是值得研究的课题

3.4  3.4  3.4  3.4  地质构造的分形特征与地质构造的分形特征与地质构造的分形特征与地质构造的分形特征与

矿产资源的勘探开发矿产资源的勘探开发矿产资源的勘探开发矿产资源的勘探开发

早在 1967 年 曼德尔布罗特就把分形的概念引入到了地质科学中

图尔科特 D.L.Turcotte 指出[43] 标度不变性是地质学中的一个普

遍现象 不仅海岸线 岛屿 地震 碎片具有分形的特征 矿床 油田

的频度一尺度分布也常常满足这一关系

矿品位 含量 达到某一特征值以上的矿石吨位的统计关系是估计

矿物储量的基础 德.威吉斯 De  Wijs 在研究岩石中矿物的含量时发

现 矿物分布可用下述模型近似描述 设一块岩石中某矿物的总量为 M

把这块岩石分成 2 等份 每块岩石分别含有 aM 和 1—a M 的矿物 第

二步把上一次的两块小岩石中的每一块分为两等份 即有 4个岩石碎片

它们分别含有 a2M a 1—a M a 1—a M 1—a 2M 的矿物 当 a

0.5时 矿物的分布是均匀的 但实际上的 a并不是 0.5且是不依赖于分

割次数的一个常数 研究表明 这种分布的极限是分形 其分维可用下

式计算

D alog2a 1 a log2 1 a 3.4—1

上述模型对应于如下的数学描述 假设在 I [0 1]上分布着一个测

度 M 把区间 I [0 1]分成 2等份 每一个闭区间的长度为 2 1 在[0

1/2]上的测度为 aM 在[1/2 1]上的测度为 1 a M 第二步将上一次

的每个子区间二等分 在[0 1/4]上的测度为 a2M 在[1/4 1/2]上为 1

a aM 在[1/2 3/4]上为 a 1 a M 在[3/4 1]上为 1 a 2M

将上述的二等分每个子区间和类似的测度分配过程继续进行下去 可得
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用 a x 表示上述极限分布 它就是德 威吉斯分布 a x 的曲

线如图 3.3

图 3.3  德 威吉斯分布

a x 的积分

M x a t dt 3.4 - 5
0

x

∫
表示德 威吉斯分布的矿物含量 如图 3.4所示

由此可见 德 威吉斯分布的矿物含量的曲线类似于魔鬼的阶梯



是典型的分形曲线 由 3.4—1 可见 当 a 0.5时 D 1 a 0.5时

恒有 D 1 特别当 a 1 或 a 0 时 D 0 这种分布的非均匀性 更细

致地 可采用多重分形来刻画 通过广义维数谱和奇异谱可以定量地表

示矿物分布的富集区和稀疏区

上述模型也可以在三维空间中表示出来 取一个线性尺度为 的立

方体 称为小盒 将其每边 2等分得到 8个边长为 /2

图 3.4 德 威吉斯分布的矿物含量 M x

的小立方单元 称为一阶小盒 设 p 为单元立方体中的矿物含量与线

度为 的立方体中矿物含量的比 第二步把线度为 /2 的一阶小盒都等

分成线度为 /4的 8 个二阶小盒 二阶小盒与一阶小盒中矿物含量的比

仍为 p 即矿物的集中度与标度无关 则其极限分布也是一个分形 其分

维由下式给出

D 3log 8p /log8 3.4—6
有人应用这一分形特征研究了墨西哥湾油田的分布[44] 设 Ni表示 i 阶

油田数目 研究发现有 Ni 1 1.67Ni 由于 i阶油田的体积是两个大于 i

1 阶油田体积的一个因子 所以其关系等价于一个分形分布且求得分维

D 2.22

图尔科特还用更简单的幂律关系来表示岩石中矿物的分布 他发

现 如果 M是具有平均品位<C>的矿物吨位且满足下述关系

<C> M D/3 3.4—7
则矿物分布就具有分形规律 卡吉尔 S.M.Cargill 等[45]用矿的累积

吨位划分了在某一特定日期之前开采的美国水银矿的累积吨位 其目的

是要取得累积平均 重量 品位 他们以 5 年时间为间隔对数据进行回

归 在双对数坐标系中矿品位与吨位之间有很好的线性关系并求得分维 D

2.01 他们还对美国铜生产中矿品位对吨位的对数依赖关系进行了研

究 发现了相似的规律并求得分维 D 1.16

对基岩中流体的流动速率或流动方式作出预测 对石油的开采是至

关重要的 对多孔介质 目前已作了较多的研究 卡梵和汤普森

A.J.Katz A.N.Thompson [46]等指出 沙岩的孔隙率具有分形分布

这对于具有两相流动性质的扩散现象可能产生相当大的影响 洛尔特

D.D.Nolte 等人[47]对岩石内部天然破裂中流径的分形与渗流进行了

探讨 他们发现石英二长岩中单一天然破裂的接触面积分布具有分形特

征 在无标度区内 岩样的分维是应力的函数 当垂直于破裂的应力由

3MPa上升到 85MPa时 相应的分维值由 D 2.00下降到 D 1.96 左右

他们还使用相同岩样研究了应力对流体流动的影响 结果发现 流体在

破裂中的流动取决于破裂孔隙空间几何形状的两个性质即孔隙裂开度和

流径弯曲度 它们可由接触面积的分布来确定 在应力作用下 上述每

一量值均发生变化 从而导致流动速率的改变 他们建立了一个相关连

续渗透的分形模型来定量重现流径的几何形状 将用此模型计算的分维

值与实测的分维值进行拟合发现 天然裂隙的流径面积的百分比具有分

形性质 他们声称 分维不仅是一描述性的量 而且可用于评价天然裂

隙中流体流动的物理特征

上述研究说明 裂缝性岩石具有不同于孔隙性介质的渗流特性 例



如 四川丹凤场气田 是一个多产层的典型的裂缝性气藏[16] 主产层

P1 层为质纯碳酸盐岩 致密坚硬 平均孔隙度小于 1 —5 渗透率小

于 0.01 毫达西 储集性能很差 但是当构造裂缝和溶蚀孔洞发育时 可

具备储集和渗透能力 可见裂缝性储集空间的渗流 主要取决于构造裂

缝的发育状况及其性质 即下述裂缝参数 表征发育程度或岩石破裂程

度的裂缝体 面 线 密度 裂缝在空间的倾斜方位和裂缝张开度 如

前所述 构造裂缝连接成组系 在几何形态上形成比较规则的网格形

在一般情况下 裂缝几何网由二组方向互相垂直的对地层而言正交的主

要裂缝组系组成 构造裂缝为垂直缝 例如对地台区 主要发育的是对

地层而言的垂直裂缝 其结构具有分形特征 因此可用正方形点阵来建

立离散渗流模型 首先 在裂缝几何网上建立一个正方形基点阵 在基

点阵中 当四个格点均占有张裂缝时 对基点阵作一次粗视化 即标度

变换 后的格点仍占有张裂缝 在碳酸盐岩中 裂缝张开度随深度增加

而降低 连通裂缝的宽度在 1mm 以上的可能性很小 因为产层总要承受

上覆岩层的重量 因而水平裂缝壁就必然紧紧地相连接 在致密岩层中

因为侧向压力大大小于垂直压力 垂直裂缝可能没有闭合 这些没有闭

合的裂缝应当具有很高的渗透性 因此 如果基点阵中在三个格点上含

有张裂缝 经一次粗视化后的格点仍含有张裂缝 这时有四种组态 如

果纵向上的两个格点含有张裂缝 则粗视化后的格点仍含有张裂缝 有

二种组态 横向或对角线上的两个格点含有张裂缝时 粗视化后的格点

不含张裂缝 设点阵中每个格点占有张裂缝的概率为尸 粗视化后的格

点占有张裂缝的概率为尸 根据重正化群理论 下述方程成立

P T2 P P4 4P3 1 P 2P2 1 P 2 3.4—8

上式决定了非线性重正化变换 T2 设临界点为 Pc 不动点为 P* 由重正

化群理论的不动点存在定理 有

P* T2 P* P*4 4P*3 1 P* 2P*2 1 P* 2

3.4—9
化简上述方程 求得其四个解为

P*1 0 P*2 1 P*3 1.6163 P*4 0.6182

由于 P表示概率 故有意义的不动点只有 P*4 0.6182 从而临界值

为 Pc P*4 0.6182 在临界点 格点含裂缝的期望值是

N [4P 12P 1 P 4P 1 P ] / P 3.0567c c
4

c
3

c c
2

c
2

c

3.4—10
粗视化后的格点标度与原格点标度之比为 1/2 根据分形理论 在渗流临

界点 Pc 0.6182处 渗流集团的分维为

D logNc/log2 1.612

在褶皱区 由于斜交裂缝组系的发育程度和垂直于地层的裂缝组系

相同 因此 当对角顶点含有张裂缝时 粗视化后的格点仍含有张裂缝

共 2种组态 其余情况和地台区相同 这时 对应于 3.4—8 和 3.4—9
的方程为

P T2 P P4 4P3 1 P 4P2 1 P 2

3.4—11
P P*4 4P*3 1 P* 4p*2 1 P* 2 3.4—12



化简 3.4—12 并求得其解为

P P P P1 2 3 4
* * * *0 3.16 0.42

因此 临界值 Pc 0.42 同理可求得临界期望值 Nc 2.6545 渗流集团

的分维为 D 1.41

由模型的建立过程可见 上述两种情形求出的临界渗流集团的分维

实质上也是能形成渗流的张裂缝分布的分维 在实际应用中 概率 P 可

用点阵含有张裂缝的频率代替 而 P 本身也可看成一种新的裂缝密度参

数 上述结果说明 地台区形成渗流的裂缝密度大于褶皱区

上述理论可运用于油气田的开发地震研究之中 例如 丹凤场气田

只有一组垂直构造缝 其裂缝分布模型可用 3.4—8 描述 这里用重正

化群理论计算的分维与 3.3 节中对断层系统实测的分维一致 这说明裂

缝与断层在分布上具有相似性 过去 关于岩石裂缝与断层的看法不一

现代观点认为 构造缝与断裂之间不是质的区别而是量的区别 断裂形

成过程和构造缝的产生极为相似 这里的研究结果支持这一论断 同时

根据这一相似性 可通过地震资料查找大小断层的分布 并根据断层分

布预测裂缝发育带 断层分布的分维接近于临界渗流集团的分维 说明

在大小断层分布较密集的区域 储集层的连通性和渗透性好 有利于油

气资源的勘探开发 这解决了过去在地震资料解释时认识上存在的疑

难 例如 丹凤场气田的 W1 井位于较大的异常块中但产储量低 这是由

于该区断层少 连通性和渗透性差故不能获高产 而位于异常块边沿的

W9 井却为高产气井 其原因在于该区断层密集 连通性和渗透性好故获

高产 另外 断层和裂缝分布的分形特征还为从已知断层信息模拟裂缝

发育带提供了理论依据 后面我们将介绍有关模拟结果

在地震勘探中 地表所观察到的地震反射信号是地震子波和反映地

质的反射序列的褶积 在沉积剖面中产生的反射序列 由于地下各层中

岩石声阻抗的明显差异 使得地表记录到的地震反射信号常常是相当复

杂而难以解释的 反射序列是否具有标度不变性 也就是是否具有分形

的特征 在地震记录的反褶积中是很有价值的 在油气检测中也很有意

义 我们在这方面做了一些探索 下面予以介绍

首先 我们对四川丹凤场气田联井 测线地震道的 CDP 记录的时间

波形进行了观察 从一条地震道曲线中取一部分放大 并和整条曲线进

行比较 发现其在变化趋势上有一定的相似性 并对多道地震波曲线观

察到类似的结果 由此 地震反射信号在统计意义下存在分形的规律

[48] 进一步 我们考察了地震道反射记录的二维相图 设地震道反射

的 CDP记录为 k k 1 2 N 将其动态写作

x n k f x n n 1 2 N k

我们取 k 1 对四川丹凤场气田联井 测线的 270 条地震道曲线作随机

采样进行数值研究 通过计算机屏幕慢显示跟踪观察发现 从前一时刻

系统的状态不能准确预测系统下一时刻的状态 但是系统 终都将达到

动态稳定 即相图收敛于 x n x n 1 平面上的一个有界区域

如图 3.5所示

系统轨道的嵌套与折叠 表现出奇怪吸引子的几何形态 这可能是

由于地下凹凸不平的界面 纵横交错的断裂 肖尔茨称



图 3.5  地震道曲线的二维相图

a 干井区一条地震道的相图

b 气井区一条地震道的相图

为 分裂层 及含油气岩石构造中的细小孔隙 孔洞和微裂缝等引起

地震波反射序列的非周期性变化而造成的 它可能还反映 分裂层 中

存在着分形结构 而这种结构又控制作地层中的流体—水流 油流和天然

气流的渗流运动 另外 油气区和非油气区地震道的相图既有相似之处

又存在着差异 系统的这种差异可用吸引子的关联维数定量刻画 这为

运用分形和混沌理论处理碳酸岩盐地区地震勘探信息和提取新的参数进

行油气预测提供了可能性

汪富泉 罗朝盛等对 G—P 算法进行了改进 提出了识别无标度区间

的准则[8] 并运用这一算法对碳酸盐岩中裂缝性储集层的地震勘探资料

进行了分维研究[12] 方法是 将每一条地震道的时间序列嵌入到 d 维

相空间中 用 G—P 算法计算关联积分 C r 用文献[8]中的方法识别

无标度区间 通过相关系数检验发现 在无标度区间内 数据间有显著

的线性关系 一般相关系数 R 0.96 作 小二乘法拟合得到关联维数

D2 改变相空间的维数 d重复上述过程 当关联维数 D2的标准差 S 0.03

时认为关联维数达到稳定 将计算关联积分 无标度区 相关系数 标

准差 关联维等参数的算法编制成 FORTRAN软件在 PC机上运行 计算了

多条测线的叠偏剖面 对四川丹凤场气田联井 测线的 270 条地震道曲

线的数据进行处理后 获得如下结果

1 无标度区识别结果对绝大多数道地震数据 识别出的无标度区

间较宽 极少数地震道的无标度区间较窄 相关系数检验结果 对每条

地震道 标度 r和关联积分 C r 在双对数坐标系中都有极显著的线性

关系 图 3.6示出了地震道曲线的无标度区识别及关联维数计算结果

由图 3.6可见 在含油气区 地震道的无标度区下限为 i1 5 上限

为 i2 11 相关系数为 R 0.995 分维 D2 3.214 而

图 3.6  地震道曲线的无标度区与关联维数计算结果

a 含油气区   b 不含油气区

不含油气区的分维为 1.01 0.02 两者有比较显著的差别

2 分维计算结果计算选用的是四川丹凤场气田联井 测线的 270

条地震道叠偏时间剖面 第 50—320CDP号 该剖面长约 12km 是一套

厚约 350m的碳酸盐岩 储集空间主要是由构造作用 溶蚀作用所产生的

缝洞发育带 如图 3.7 所示 该剖面上有 8 口已知钻井 它们位于 60—
300CDP号内 Wl8 井偏离测线 与 W18投影在同一位置上 将关联维

计算结果绘成一条曲线 如图 3.8所示

图 3.7 丹凤场气田联井 测线时间剖面

图 3.8关联维与地震道的关系曲线

0 代表实钻为干井或显示井 1 代表实钻为产气井

由计算结果可知 碳酸盐岩层中存在着分形结构 关联维曲线反映

了该套碳酸盐岩层的地质构造是极其复杂和极不均匀的 裂缝与孔洞的



分布具有随机性 另外还发现 D2的高值区具有一定的稳定性 它可能和

含油气构造有关 而且稳定的范围越大越好 这可能是地质构造越复杂

地震反射序列越复杂 当其含有油气时 产层顶底会出现反射异常 导

致含油气区出现升维现象

根据计算结果 把各已知钻井的关联维数据分成两个样本组

样本 A 1.6120 1.7249 2.2131 1.5388 1.5623

样本 B 2.5597 2.6509 2.5157 3.2144

A B分别代表不含油气和含油气样本 两组样本的均值和标准差分别为

mA 1.726662 mB 2.735175

SA 0.2551348 SB 0.280943

对两组样本作 F检验

F max / min 1.21274S S S SA B A B
2 2 2 2

查表得 F0.05 4 3 6.  59 因 1.21247 F0.05 4 3 这说明在置

信水平 a 0.05 下 两总体的方差没有显著性差异 即具有方差齐性

因而可对两组样本进行 t检验

│ │ │ │t m m / [ n S n S 1 / n 1 / n / nA B A A
2

B B
2

A B A

nB 2 ]1/2 4.967649

查双侧 t检验表得 t0.05 7 2.37 因此两样本的总体均值在显著性水

平 a 0.05 下存在显著性差异 由此可求出含油气裂缝发育带的临界分

维值 两组样本的频率加权临界值和方差加权临界值分别为

Cf nAmA nBmB / nA nB 2.172843

C m m S / 2.277846d A A
2

B B
2S S SA B

2 2

把 Cf和 Cd的算术平均值 C Cf Cd /2 作为判别裂缝 T 发育带是否

含油气的判别准则 D C的区域为含油气区 D C的区域为不含油气区

从图 3.8 所示的关联维与地震道的关系曲线可见 曲线的波动起伏十分

频繁 在此图上作出临界直线 D 2.22534 来判别含油气区很不方便

此分维曲线的复杂性一方面是地质结构 裂缝分布复杂性的反映 另一

方面可能还带有实验数据的随机误差 为检测方便起见 运用 5 点 3 次

平滑算法将图 3.8中的曲线平滑 2次得到图 3.9 再在图上作出临界直线

D 2.22534 图中涂黑的部分为预测的含油气裂缝发育带

综上所述 我们将各已知钻井区地震道的关联维数 预测结果和实

钻结果汇于表 3.4

图 3.9  关联维数曲线的平滑曲线与油气预测结果

表表表表 3.4  3.4  3.4  3.4  丹凤场气田联井丹凤场气田联井丹凤场气田联井丹凤场气田联井 测线关联维数与油气预测结果测线关联维数与油气预测结果测线关联维数与油气预测结果测线关联维数与油气预测结果

井  号 W1 W2 W6 W9 W11 W12 W18 W19

预测结果 有 有 无 有 无 无 无

实钻结果 有 有 无 有 无 无 无 无

表中 无 表示干井或显示井 有 表示气井 而 表示该

井的分维值与临界值十分接近 用关联维数不能确定该区是否为含油气

区 需利用地质资料和其它参数综合判定 从图 3.9 和表 4.1 可见 地

震波时间序列的吸引子维数即关联维数可作为油气预测的一个值得参考



的指标

值得指出的是 D2的高值区未必一定是含油气区 因为地质构造的异

常 断层等也可能使反射增强导致 D2升高 实际上 在裂缝性储集层中

双相 甚至多相 介质使地震波的传播十分复杂 因此 充分利用地质

资料和分维及多种参数预测 会收到更理想的效果

频谱分析是地震信息处理中一项十分重要的工作 反射波与干扰波

的频谱差异在野外施工中可以用来选择合适的激发条件 室内处理中可

用来选择合适的滤波手段压制干扰 提高信噪比 频谱中包含的与地质

构造和地层岩性有关的信息 可用于地震资料的地质解释 我们认为

频谱中还包含着更为丰富的信息 如介质的振动特性 地质结构的非均

质性 孔隙与孔洞体的分布等等 这些特性可运用混沌理论和分形维数

来予以研究 事实上 如果地震信号的功率谱是连续的并展示出宽峰和

噪声背景 则信号随时间的变化具有混沌特征 其相图就具有分形的结

构 因而可求出其分维来定量表征这类信号 实际上 这类信号的分维

可从其功率谱中求出

汪富泉 罗朝盛用维尔斯特拉斯—曼德尔布罗特函数和分数布朗运动

模拟了油气勘探中的人工地震信号[13] 考虑 CDP记录增量调 X t

X t 的变化 根据地层岩性变化的随机性 可设 X t 为一随机变

量 其分布满足

P [X t X t ]/ H x F x

3.4—13
这里 为时间延迟 0 H 1 为赫斯特指数 这就是信号的分数布朗运动

模型 它也可以刻画信号的混沌特征和分形自仿射性

欲从信号推导出分形维数 就得推导谱能量对于频率或波数的幂律

依赖关系 根据标度不变性

P r rd D 3.4—14
d为信号所在欧氏空间的维数 对地震波 CDP记录曲线 X t 本身 d

2 对于地震波能量 d 3 因 是时间域上信号的标度 因此上式又可

写成

P d D 3.4—15
与 3.4—14 比较知 H d D 随机变量Х t 的均方值记为

V <│X t Х t │2> 3.4—16
则由 3.4—13 3.4—15 3.4—16 得

V 2H 2 d D 3.4—17
当 0 t 时 定义Х t 的傅氏变换

Х Хf t exp 2 ift dt /  3.418
i=∫ 0

频谱能量密度为 A f 则

A f Х 2 f 3.4—19
对高斯白噪声 A f 常数 在其它情形下 频谱能量密度具有幂律

关系 即分形关系

A f f a 3.4—20
从而得到

A f f a a V 2H 1 2 d D 1 3.4—21 比较上述两



式得

a 2 d D 1  D 2d a 1 /2  3.4—22
考虑地震波能量的变化时 取 d 3 则 1 a 3 1 D 3 它们反映了

地震波振幅 或能量 的变化情况和标度不变性质 根据不同地震道 a

值和 D 值的变化 可对储集空间中孔隙 裂缝和孔洞的发育带或油气富

集区做预测

为了应用上述理论做油气预测 仍然选择已完钻的四川丹凤场气田

联井 测线的地震道曲线的数据进行处理 这里只处理了第 60—300CDP
号的 240 道地震记录数据 在每条地震道曲线上选择位于碳酸盐岩层中

的 60个数据作离散快速傅氏变换

Х n / NT x kT exp i 2nk / N n 0 1 2
i

N

=

=∑ 0

1

N 1 3 4—23
对计算结果进行回归表明 功率谱近似有以下关系

G Х n/NT 2 cf a     c为常数 3.4—24
式中 a 称为功率谱指数 在双对数坐标系中用 小二乘法拟合 即可求

出 a

设 Df表示地震波传播中的能量分维 则 Df与功率谱指数 a的关系为

Df 7 a /2

Df 刻画了地震波传播过程中振幅 或能量 的衰减特性 包含了地质和

油气构造的信息 可作为预测的一个参数

对每条地震波曲线计算一个 Df值 以地震道号作为横坐标 Df作为

纵坐标绘成一条曲线 然后用五点三次平滑算法对曲线作两次平滑处

理 结果如图 3.10所示

图 3.10  地震道与 Df关系曲线与油气预测结果

根据井旁地震道的 Df计算值 将 Df划分为有油气和无油气两个样本

组 A B

样本 A 2.9134 2.7975 2.86 2.8448 2.7688

样本 B 3.0375 2.976 3.0318

分别计算出两组样本的均值和标准差 作 F 检验 结果两组样本的方差

具有齐性 从而作 t 检验 发现两组样本的均值具有显著差异 由此求

出预测的临界值为 2.8966 从而得到判别准则 Df 2.8966的区域可能

为含油气裂缝发育带 预测结果与实钻结果如表 3.5

表表表表 3.53.53.53.5 预测结果与实钻结果的比较预测结果与实钻结果的比较预测结果与实钻结果的比较预测结果与实钻结果的比较

井  号 W1 W2 W6 W9 W11 W12 W18 W19

预测结果 有 有 有 有 无 无 无 无

实钻结果 有 有 无 有 无 无 无 无

预测结果与实钻结果比较 其中被误判的井为 W6 该井井旁地震道 Df为

2.9134 在临界值以上 被判为有气 而实钻结果为干井 其原因可能

在于该井下部近邻有一巨大硬盘 导致反射增强 能量维数升高

从表 3.5 可见 该剖面上已完钻的 8 口井仅 3 口气井 而另外 5 口

井为干井或显示井 说明以前在钻前检测上的精度不高 布井和开发决



策也有误 碳酸盐岩地区的钻井造价极高 每钻一口井将花费数百万元

乃至上千万元 井位选择的失误将造成极大的经济损失 过去的布井决

策主要以地质构造异常为依据 但是 碳酸盐岩的地质构造十分复杂

极不均质 缝洞体的分布呈各向异性和强非线性特征 井位的选择稍有

差异 就可能钻遇极不相同的效果 例如 W18 井与 W18井垂直测线方

位相距 290m 投影在剖面上同一位置 实钻结果 W18 井为显示井 酸化

未见气 而 W18 井为高产气井 因此 仅以地质构造异常为依据决定井

位是很不够的 在作出决策之前 应采用多种方法 多个参数并结合地

质资料作好钻前预测 提高井位选择的准确性 以免造成经济损失

从预测结果可见 分维 Df的预测精度较高 是钻前预测和布井决策

的一个重要参考指标 当然 Df 并不是唯一的判据 Df 的高值区也未必

一定含气 如 W6井下近邻的硬盘也使 Df升高 但是 它毕竟从一个新的

角度提供了很有意义的信息 它可以和前面介绍的 CDP 记录的关联维数

预测的结果互补 另外 Df 变化频繁 曲线复杂 也说明了地下岩石结

构非均匀性十分显著 缝洞体的分布很不规则 在一些未获气的已知钻

井邻近 也出现 Df的高值区 但井位与 Df高值区有偏差 如 W12 W18

这些结果为决策者提供的启示是 应改变只钻直眼井的决策 而采取钻

丛式井 斜井 水平井 巨能压裂等开发决策 做老井的复活工作 增

加或气可能

汪富泉 罗朝盛等还进一步研究了地震波传播过程中的分数布朗运

动特性 计算了地震信号 CDP 记录的赫斯特指数和容量维数并进行了油

气检测[15] 分数布朗运动 简记为 FBM 是随机过程和分形理论相结合

的产物 由分形理论创始人曼德尔布罗特从普通布朗运动推广而来 它

不仅可以刻画粒子的随机运动 而且揭示了粒子振动的位移增量与时间

增量的标度性质 其标度律的指数 H 赫斯特指数 刻画了运动的前后相

关性 该指数由统计学家赫斯特提出 并给出了由时间序列计算这一指

数的简便算法和该指数满足的幂律关系 二者统称为 R/S 分析即极差

标准差比分析 曼德尔布罗特把分形理论和统计结果结合起来 将赫斯

特的经验公式推广为分形幂律关系 使 FBM 和 R/S 分析成为处理很多分

形时间记录的有效方法 前面的研究已经表明 虽然地震 CDP 记录的时

间序列具有一定的随机性 但又蕴含了分形的规律 因此 可运用 FBM

和 R/S分析来处理地震信息 并求出其特征参数用于油气预测

由于碳酸盐岩介质的非均匀性 其地震波反射记录 CDP记录 的振

荡呈现出一定的随机性 而且又具有分形的内在规律 另一方面 根据

地震子波的传播特性 介质中质点振动时的前后位移是相关的 这些特

性可用 FBM 来表述 即将波的传播取为随机函数 BH t 它的增量 BH
t -BH 0 具有自仿射的分形性质 即

BH bt -BH 0 =bH[BH t -BH 0 ] 3.4—25

在上式中令 t=1 t=bt 即可得到 BH t -BH 0 的标度性质

BH t -BH 0 = tH[BH 1 -BH 0 ] 3.4—26

BH t 的相关函数为

C t = -BH -t BH t / BH t =22H-1-1

3.4—27



对普通布朗运动 H=1/2 C t =0 而对 FBM 有 C t 0 由此可

以推断 质点振动时位移或振幅的前后相关特性为 H 1/2时呈正相关

H 1/2时为负相关

对 FBM 增量 BH t -BH 0 的均值为零 即

BH t -BH 0 =0 3.4—28

由式 3.4—26 知 增量方差由下式给出 即

V t = [BH t -BH 0 ]2 oc t 2H 3.4—29

上式亦可记作

V oc 2H 3.4—30
在步长 下 可计算出方差 V 由上式可拟合出 H值 在实际

应用中 对于给定的时间序列 采用 R/S分析算法更为方便

设 CDP记录的时间序列为 x1 x2 xN 则 步长下的均值为

x =  xi / = 2 3 N 3.4 - 31
i=1∑

累积离差为

X i = x - x 1 i = 2 3tt=1

i
N∑

3.4—32
极差为

R max X i - min X i               3.4 - 33

       
1 i 1 i

标准差为

S = [ x - x / ]   3.4 - 342 1/2
t=1∑

从式 3.4—26 可得如下标度律

BH t oc t H 3.4—35

曼德尔布罗特证明 极差 R 是步长 的函数而且具有标度性质

R oc H 3.4—36
对于正规的分数布朗函数 真实标准差 S=1 但样本标准差 S 1 因此

R/S分析的结果是

R /S oc H 3.4—37
上式即赫斯特经验律在分形意义下的推广 从时间序列计算出 R /S

的值 根据式 3.4—37 在双对数坐标系中对点 log log

R /S 按文献[8]的算法识别出无标度区 并对无标度

区内的点作线性回归 回归出的直线斜率即为 H

地震波的传播及反射特性与地质构造和油气有关 对于 CDP 记录计

算出来的赫斯特指数 H 由于它反映了地震波传播过程中前后时刻的相关

性及其分形特征 因此也包含了地质及油气的信息 根据分形理论 这

些特征也可用另一参数 即 CDP曲线的容量维 D0来刻画 事实上 它们

满足关系

D0=2-H

此处 容量维 D0是地震波曲线本身的维数 反映了曲线的复杂程度和地

震波振幅的变化 因此 D0 和 H 均包含了地层和油气的有关信息 可作

为油气预测的参数 但两者只有一个是独立的 知道其中一个 就可求



出另一个 由于地质构造包括油气构造和异常构造如断层 裂缝等 那

么 地震波的振幅将因此而产生较大变化 使反射记录的复杂程度增加

其容量维将增大 H指数减小 所以 容量维数较大 或 H较小 的地

震道可能是地层含油气的指示 故选择容量维数作油气预测更为方便

在文献[15]中 对四川丹凤场气田联井 测线的 CDP 记录共 240 道

地震道曲线的数据进行了处理 每道上尸选择了位于碳酸盐岩地层中的

60 个数据 即时间序列长度 N=60 其剖面如图 3.7 所示 经对点 log

log R /S 作线性回归和相关系数检验 每道均有

十分显著的线性关系 以地震道号作为横坐标 D0 作纵坐标 将该测线

的计算结果绘成一条曲线 该曲线的起伏反映了该剖面上地质构造的变

化 或作为含油气的标志 由此对可能含有油气的区域作出预测 如图

3.11 所示 为方便起见 这里用五点三次平滑算法对计算结果进行了两

次平滑处理

图 3.11 丹凤场气田联井 测线容量维与

地震道关系曲线及油气预测结果

图中涂黑部分为预测含油气裂缝发育带 预测临界值的计算方法

是 根据计算结果 将已知钻井井旁地震道的容量维分成两个样本组

即含油气样本 A和不含油气样本 B

样本 A 1.03 1.01 1.02 1.05 1.21

样本 B 1.24 1.19 1.27

分别计算出它们的均值和标准差 通过 F 检验知道两组样本具有方差齐

性 再作 t 检验知道这两组样本的均值具有显著性差异 从而求得临界

值为 D0=1.112

根据上述临界值 可对各钻井进行预测 预测结果和实钻结果的比

较如表 3.6

表表表表 3.6  3.6  3.6  3.6  丹凤场气田联井丹凤场气田联井丹凤场气田联井丹凤场气田联井 测线各并油气预测与实钻结果的比较测线各并油气预测与实钻结果的比较测线各并油气预测与实钻结果的比较测线各并油气预测与实钻结果的比较

井  号 W1 W2 W6 W9 W11 W12 W18 W19

预测结果 有 有 无 有 有 无 无 无

实钻结果 有 有 无 有 无 无 无 无

鉴于碳酸盐岩地质构造的复杂性 把这里的方法和前面的关联维数

D2 振幅谱指数和能量维数 Df 结合起来 再结合其它参数和地质构造情

况综合预测 可能会获得更好的结果 例如 用地震波的吸引子维数预

测时 W19井的情况很难判定 而这里的容量维的预测结果给于了重要补

充 这里用 D0将 W11 井误判为有油气 而吸引子维数预测为无油气 用

振幅谱指数和能量维数对该剖面进行预测时 W11 井亦不含油气 由此可

见 综合运用多种参数和多种方法进行钻前预测 是提高钻井准确性和

避免不必要经济损失的有力措施



第四章第四章第四章第四章        地貌和地质构造地貌和地质构造地貌和地质构造地貌和地质构造

的分形模拟的分形模拟的分形模拟的分形模拟

大自然的艺术构造中隐含着自然界的组织原则 分形是其特征之

一 我们在上一章中已经看到了若干实例 如果我们看看用各种分形方

法模拟的地表形态 它们与自然界的真实地形是多么地相似 就可以更

深刻地理解这一点

4.1  4.1  4.1  4.1  地貌的分形模拟地貌的分形模拟地貌的分形模拟地貌的分形模拟

借助计算机和分形方法 可以创造出各种各样的 以假乱真的模拟

地貌 通过分析模拟地貌与真实地貌之间的差异和模拟地貌产生的机

制 可以揭示某些地质构造对地貌影响的规律

模拟表面的方法很多 其中之一是中点移位随机分形算法 其大致

思想如下 如图 4.1 所示 先在平面上取一个三角形 a 用线段将

三角形各边上的中点连接起来 这样就制作出 4 个较小的三角形 按照

某一随机选定的量将每一个中点向上或向下移动 使其置于该图象平面

之外 b 将上述相同的过程应用于每一个小三角形 并无限地重复这

一过程 经过反复迭代 一个越来越详细的表面开始形成 中点移位过

程中 由一种分配律分配中点的移位量 因而限定出该分形地形的不平

度 然后通过计算机绘图程序用适当的明暗色填满这些三角形 c 在

迭代的次数相当大时 所产生的结果与真实的山谷十分相似 d

前面已经提到 在中点移位算法中 中点上升或下降的随机量由一

种分配律加以控制 为了使模拟的表面更为逼真 可以对随机量进行调

节 如果要模拟一种比较平滑的表面 例如浅丘地形 变换时所采用的

规则应该使得中点位移量在几次迭代以后就变得非常小 这一规则仅仅

将一些细小的突出部分添加到整个轮廓线上 而为了模拟一种比较粗糙

的表面 例如山脉的外形 就应该让这些位移量随每一次迭代缓慢地

减小以得到满意的效果

上述构造方法的实质与第一章讨论过的随机科契曲线的构造是类似

的 一是给定一个源多边形 那里是直线段或三角形 这里为三角形

二是给出生成元 两种情形都是用折线段代替直线段 三是引入随机变

量 四是作多次迭代 在极限情形就得到所要的图形 它们分别类似于

海岸线或地表曲面

上述制作表面的方法在地貌形态的研究中有许多应用 例

图 4.1 用中点移位算法生成的地表曲面

如 用这种方法建立土壤侵蚀过程的模型和分析地震模式 以便了解断

裂带的变化情况 美国 IBM 研究中心的俄斯 R.Voss 已经采用这一方

法来制作行星 月亮 云层和山脉的图象 它们看起来极为真实

在费德 J.Feder 的 分形几何 [26]一书中介绍了一些生成地表

曲面的方法 通过计算机模拟生成的表面看起来和自然地形十分相似

用这种方法模拟地形的大致思路如下 由于人们只能看到地形的一个局

部区域 这就定义了长度标度的一个上界 Lmax 另外由于人眼的分辨率



有限 又确定了一个 小的长度标度 Lmin 再选择一个适当的正弦函数

来产生起伏的地形 该正弦函数为

Z x y =Cfsin fx 4.1—1

其中 Cf是振幅 f是空间频率 且 fminoc1/Lmax fmaxoc1/Lmin 定义频率

谱

f = f = f  j = 1 2 4.1- 2j j-1
a

0
aj

上述频谱是离散的且定义了指数 a 和基频 f0 这里 基频 f0 必须大于

fmin 参数 a控制着地形的类型 一般选择 0.7 a 1.4 较低的 a值产

生高山地形 而较高的 a 值产生较光滑的地形 由于将频率视为标度

因而 4.1—2 使用了迭代的形式

一般 地形在低频处有 大振幅 因此可假设振幅有如下形式

Cfocf
- 4.1—3

为了得到看起来像自然地形一样的模拟地形 通常把 的范围控制在

1.05 1.4之内 这一振幅谱公式可产生一条自相似曲线 为了得到地形

高度值 作如下复的傅氏变换

Z x = C exp  2 ifjx 4.1- 4fj л
j

∑
为了使剖面线 Z x 能产生平移表面 令

z x y = z cos z sin       4.1- 5ψ ψ ψ
其中 是在 0—2л之间随机选择的一个角度 z 和 z 分别是 Z x

的实部和虚部

把上述高度剖面沿一个随机选定的方向移动几次就得到一个模拟地

形 模拟结果如图 4.2和 4.3所示

图 4.2  模拟地形  参数 =1.1 =1.1

图 4.3 中 由于参数 较大 所以得到比较光滑的模拟地形 如果

减小 就可以得到比较粗糙的模拟地形 如图 4.4所

图 4.3具有远景和曲率的模拟地形 =1.4 =1.1

示

应用维尔斯特拉斯-曼德尔布罗特函数可以模拟具有海岸线的地

形 这时只须把频谱满足的公式 4.1-1 改为下式

fj=bfj-1 j=1 2 4.1—6

其中 f0=1 如果选择振幅谱指数为 = 2-D 这时对应于 4.1-4 的

函数 Z x 即为维尔斯特拉斯-曼德尔布罗特函数

W x = 1- e e / b  4.1- 7
n=-oo

oo ibnx
n
i 2-D n∑ ϕ

其中参数 为相位 如果 取不同的值则对应b 1 1 D 2 n nϕ ϕ
了不同的特殊函数 W x 如果选择空间基频为 f0=b=4.7

图 4.4具有海岸线的分形地形 =0.8 =2.0 海岸线分维 D=1.15

振幅谱指数取为 =0.59 则可得到一个相当不规则的模拟分形地形 如



图 4.5所示 求得其海岸线的分维为 D 1.35

在巴昂斯勒 M.F.Baransley 的 处处是分形 [49]一书中 介绍

了用线性迭代函数系统来生成地表曲面的方法 用这一方法 可以模拟

山区的轮廓 云彩 还可以模拟许多卡斯特地貌 如悬挂钟乳石的溶洞

顶盖等等 如图 4.6所示

产生迭代函数系统的方法称为分形内插法 其定义如下

给定一组初始数据 xi yi i 0 1 N xi [x0
xN]且满足

x0 x1 x2 xN
设内插函数 f [x0 xN] R是一个连续函数且满足

yi=f xi i=0 1 N 4.1—8

点 xi yi 称为内插点 如果函数 f的图 用 G表示 通过了这些内插

点 则称 f内插了这些数据 给定了内插数据 xi yi i=0 1

N 就可以构造平面上的一个迭代函数系统 IFS 使得该 IFS 的吸引子

就是 G 巴昂斯勒给出的 IFS是一组特殊的仿射映射
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4.1- 9

上述迭代函数系统满足内插条件
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4.1-10

图 4.5  维尔斯特拉斯-曼德尔布罗特地形

b=4.7 =0.59 海岸线分维 D 1.35

图 4.6 用线性迭代函数系统生成的卡斯特地貌-

悬挂钟乳石的溶洞顶盖

其中 把 dn作为自由参数 则可把其它参数表为

n= xn-xn-1 / xN-x0
en= xNxn-1-x0xn / xN-x0 4.1—11

Cn= yn-yn-1 / xN-x0 -dn yN-y0 / xN-x0
fn= xNyn-1-x0yn / xN-x0 -dn xNy0-x0yN / xN-x0

在 IFS中 自由参数 dn称为垂直标度因子 满足-1 dn 1 n=1 2

N 插值函数的图即 IFS 的吸引子的形状由 dn控制 当 dn较大时 所产

生的地形较粗糙 分维也较大 当 dn较小时 所产生的地形粗糙度较小

用线性迭代函数系统来模拟地表曲面 虽然较简单 但也存在着一

些问题 其中的主要问题是 其地表曲面的剖面线有明显的周期性和断

裂现象 其原因主要是迭代函数系统有着严格的自相似性 为了克服这

一问题 赵乃良等引入了均匀 B—样条上的分形内插 样条上的插值是光

滑插值 而线性分形内插曲线在一定的参数下是处处连续而不可微的



它们相互结合产生的插值既不是简单光滑的插值又不是简单的线性插

值 得到的曲线可以较好地模拟地表的剖面线 再运用 4 点细分方法并

引入张量参数 就可以很好地模拟出一些自然风景 例如山和云 如图

4.7所示

图 4.7  用样条上的分形内插方法模拟的自然风景

——山和云彩 本图由赵乃良先生赠送

为了模拟更广泛的地表剖面线 我们提出了非均匀 B—样条上的分形

内插 给出了三阶和四阶非均匀 B—样条上的分形内插的算法并证明了三

阶非均匀 B—样条上的分形内插的收敛性 与均匀 B—样条的情形一样 非

均匀 B—样样条上的分形内插也可用来模拟各种不同的地表形态 限于篇

幅 故不赘述

可用于地貌模拟的数学工具还有分数布朗运动 例如 用下述函数

B t = t - t dB t / H 1 / 2H -oo

t H-1/2 г∫
4.1—12

其中г x 是嘎玛函数

乔木函数也是地表模拟中常用的函数 该函数可写为

f x y = bn 2 x 2 y 4 1-13n-1 n-1

n
∑ ψ

式中 1/2 b 1 0 x 1 0 y 1 函数 为生成函数 由两个函数构

成 例如

x y = 2x-int[2x] 2y-int[2y] 4.1—14
其中 int[x]表示取 x 的整数部分 由乔木函数产生的图形的分维 D=In

8b   /In2 当 b=0.5 时 D=2 当 b=1 时 D=3 可见这是描述山形

的一种有用函数

近几年来 由于新技术的使用 使得所绘制的海底地图的分辨率日

益提高 即使在 大标度之下 这些地图都能清楚地显示出海底测深所

揭示的结构远比由热学和力学模型所揭示的结构细致而复杂 也远比能

合理解释这一现象的其它模型所揭示的结构复杂得多 除了包含受控于

板块模型的 大构造尺度特征之外 这些深度剖面的 明显特征在于其

包含了各种不同标度下的特征 分辨率的提高将会显著地增加越来越多

的难以解释的细小结构[50]

为了探索海底地形是否具有标度不变性 一些作者运用迭代函数系

统 IFS 对海底地形进行了分形重建 模拟 巴伦布拉特 G.1.

Barenblatt 等人[51]对北大西洋的海底测深剖面进行了分析 并确定

了它们的豪斯道夫维数 依据离开洋脊的距离将测深剖面分段 结果发

现从洋脊峰顶到离洋脊 2000 公里之外的豪斯道夫维数的变化范围为

1.46—1.05
研究表明 傅氏分析是求出在给定标度下的地形特征与其波长关系

的一种逼近方法 对海底地形的频谱计算表明 在 10-5公里到 10-1公里

的波数范围内 振幅谱与波数呈反比且这一关系并不完全各向同性 而

是随地貌区域的不同而不同 由此 一些研究人员认为 傅氏振幅谱包

含了海底地貌的所有重要信息 并有可能揭示出海底地形的形成过程

由此 马内斯卡尔 J.C.Mareschal [50]利用前面介绍的巴昂斯勒的分



形插值法 IFS 通过合成海底地形来说明海底的分形特征 他从海底

测深剖面中选择了几个能反映剖面大致特征的数据 对原测深剖面作分

形重建 通过对跨越东太平洋马斯麦提辛 Mathe-matician 洋脊所测

数据的插值处理 计算并绘制了合成测深剖面 合成剖面与实测剖面的

比较如图 4.8所示

在处理过程中 数据点的选择经过精心考虑 使之非平均分布 为

了使所得的合成剖面与实测剖面更为相似 需对不同的垂直标度因子 dn
进行试验 结果发现 如以获得实测剖面的总体特征 则数据的选择对

插值结果影响不大 另一方面 垂直标度因子 dn的选择对插值结果却有

很大的影响 垂直标度因子 dn的取值越大 在较小的标度下所得特征就

越粗糙 通过图 4.9 所示的两个剖面的傅氏振幅谱的比较 很好地说明

了两个剖面之间的统计相似性 在双对数坐标系中 两振幅谱都具有在

斜率为-1 的线性趋势上的随机波动叠加特性 即振幅谱以 1/k 递减 同

时加上一些随机的变化 由于波数对频谱中的

图 4.8跨越马斯麦提辛洋脊的实测深度剖面与合成剖面的

比较 合成深度剖面是从实测深度剖面中选择 15个数据点

标以 通过插值处理得到的 插值算法中垂直标度

因子 dn的选取范围为-0.5 0.5

小波数作了归一化 振幅也对相应于频谱中的 小波数的振幅作了归一

化 因此只能比较两者的斜率

马内斯卡尔还对跨越加利福尼亚莫洛凯 Molokai 破裂带附近海底

地形剖面进行了插值处理 图 4.10 是实测剖面和分形重建剖面的比较

只要对数据点和垂直标度因子 dn作适当选择 就可使重建剖面与实测剖

面非常相似

通过频谱分析知 两个剖面有与图 4.9一样的频谱特征 如

图 4.9 图 4.8所示的实测深度剖面与合成深度剖面的

傅氏频谱的比较 坐标系为双对数 两频谱的斜率接近-1

图 4.11 所示

上述研究说明 在通常情况下 所得的分形内插曲线具有和海底实

测深度剖面相同的傅氏振幅谱 而且 如果内插参数 dn选择适当 则重

建剖面与实测剖面的形态特征极为相似

这种方法也可用于深度剖面间的面内插 据研究 海底地形可以用

单位面积上与随机行走实验有关的密度函数来表征 这就表明 海底地

形具有分形特征 虽然这一结果只在统计意义下成立 并且不够完善

但其积极意义是不容低估的 马内斯卡尔认为 海底地形分形重建法的

成功使得有可能用某一尺度下测量的资料来外推较小尺度下的海底特

征 如果这一论断成立 那么就有可能由离散数据以及其它附加信息资

料通过近似计算 从海底面的大尺度特征中确定其完全功率谱 这对确

定洋底反射系数 具有更重要的实际应用价值

图 4.10  跨越加利福尼亚莫洛凯破裂带的实测深度

剖面与合成深度剖面的比较 合成深度剖面由实测



剖面中的 14个点 由 标出 经插值处理得到

垂直标度因子 dn的取值范围为-0.4 0 4

另一很有意义的问题是 海底地形的这种分形特征或标度不变性是

否与海底面形成的物理过程有关 关系如何 不少研究人员对这一问题

进行了探索并作出了一些推测性的解释 有关转换断层规模和频率数据

的汇编工作表明 在可以测量和观测的范围内 转换断层呈双对数分布

由于转换断层的分布决定破裂带的地貌形状 因此 海底的分形特征也

与断层的分布有关 金认为多尺度破裂是几何自相似的自然结果 而断

层的

图 4.11 跨越加利福尼亚莫洛凯破裂带上实测和

合成深度剖面的傅氏频谱

分布则由空间自相似来确定 曼德尔布罗特认为 分形特征是潜在物理

现象的结果并可应用重正化群方法来描述 图尔科特研究了破碎和断裂

过程 认为应用重正化群方法可以获得分维特性 斯迈勒等曾引入重正

化群理论来解释断层的粘滑形状 结果表明 标度不变性是物理现象的

自然结果 在活动区域 海底地貌主要由诸如断裂和火山的活动过程来

确定 因此 马内斯卡尔认为 引入标度不变性就有可能阐明海底的形

成过程 其地形分维也可能得到一定的解释

海底地形的分形描述并不是唯一的方法 马理维洛 A. Maliverno

[52]把洋底看作一非平稳随机过程 应用随机模型 输入非相关零均值

噪声 经噪声时间序列的相关处理 并将相关噪声合成可绘制出类似于

地形图的海底地形图 它是对非平稳随机粗糙表面的描述 为便于比较

他选择了两个模型[52] 一个模型是分数布朗运动 FBM 分形 模型 另

一个是一阶自回归模型 ARIMA 1 1 0 在前一模型中 噪声即使在

很远的距离也彼此相关 而对于后者 噪声的相关性急剧减小 此外

两类模型具有 FGN 分数高斯噪声 和 AR 1 的白噪以及 FBM和 ARIMA

1 1 0 的随机行走 用这两个模型来模拟海底地形剖面 并将样本

的自相关 功率谱和方差图与理论预测作相应比较 结果表明 自回归

模型和分形模型均能较合理地与观测结果相吻合 而分形模型能更好地

模拟剖面 特别是更适合于样本自相关与方差图的研究 但是 对长波

量级为 1000公里 而言 由非平稳分形模型预测的振幅显得不合理地

偏大 对洋底地形而言 非平稳分形模型或自回归模型仅适用于波长量

级约为 100 公里或更小的情形 如火山活动 断层以及质量消减等产生

的随机海底地形

地貌具有分形特征 其分维的计算也有多种方法 其中较常用的有

谱分析法和高差统计法

设 H是地貌的高度 它是沿某个方向距离的函数 测量一系列 H xi
值后 可构造相关函数 c x = H x x H x 对 c x

进行傅氏变换可求出功率谱 G f 对各向异性的地貌 有 G f ocf-2H-1

分维 D=3-H 这种方法常用于测定地貌轮廓的分维

对于实际地貌 高度 H是 x y的函数 即 H=f x y 多采用高

差统计法 设 f x y 是各态历经的 或分数步朗运动函数 高差的平

均值 Af x y =c H 这里 =max x y c 是与 无关的



常数 H是霍德尔 H lder 指数 H=3-D 则分维

D = lim 3 - InA x y / In
0 f

高差统计法容易操作 应用很广泛 但也有两点不足 一是假定 f

x y 是各态历经的 有失一般性 二是当 f x y 呈各向异性时

x y的不同选择可能导致不同的结果

由杜布克 B.Dubuc 等人[53]引入的表面分维测定的变分法 显示

出了很好的应用前景 比高差统计法更为可靠和切合实际

总之 地貌学中的分形现象到处可见 分形不仅是大自然的一种构

造与属性 而且是深刻认识自然的一种途径与手段 尽管目前建立分形

地貌学的准备尚不充分 但是探索地貌的分形机制 努力沟通地貌分维

与地质构造及其有关动力学因素之间的联系 确是十分有价值的

4.2  4.2  4.2  4.2  地质构造的分形模拟地质构造的分形模拟地质构造的分形模拟地质构造的分形模拟

运用迭代函数系统的思想 我们建立了一个分形迭代算法 运用这

一算法可以模拟平面上的确定性或随机性分形图形 因而可以模拟某些

地质构造如断层裂缝系统等[54] 现在我们以二维情形为例介绍这一算

法 在此算法中 初始函数以数据矩阵的形式给出 在平面上它对应于

一个点阵 A 该点阵可根据用户的需要自行设定 也可以从实际问题中提

取 对 A进行迭代 即得 W1 A W2 A Wn A 此处 Wn A

= W Wn-1 A 若有平面点集 G 满足 G=Wn G G 即为 终输出结

果 具体算法如下

设给定初始数据矩阵 P0是一个 m n阶矩阵

P0= Pij m n 4.2—1

这里 Pij [0 1] i=1 2 m j=1 2 n 因此称 p0为概率测

度矩阵 在平面上 取一个正方形[0 1] 0 1] 将其划分成 m n

个边长为 1/n 1/m 的矩形 pij就位于这 m n 个矩形格子中 pij 所在

矩形的一对对角顶点的坐标为 j-1 /n m-i 1 /m 和 j/n

m-1 /m 如图 4.12所示

图 4.12阴影部分为 pij所在的矩形

一对对角顶点为 P Q,其坐标为 P j-1 /n

m-i 1 /m Q j/n m- i /m

现在对矩阵 P0= pij m m 作迭代运算 第一步 将每个边长为 1/n

和 1/m 的矩形等分成 m n 个小矩形 对 P0 作一次迭代运算得到一个 m2

n2阶概率测度矩阵 P1= p1kl m2 n2 它是矩阵 P0 与自身的克罗内克

尔 L.Kronecker 积 即

P p m n

P P P
P P P

P P P

Pkl

n

n

m m mn

1 1 2 2

11 12 1

21 22 2

1 2

0 4 2 2= × =
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( ) * ( . )



上式中 * 表示矩阵的克罗内克尔积 即用 P0中的每个元素乘以矩阵 P0

这样 P1由 m n 个 m n 阶分块矩阵组成 例如其第 i j 个分块矩

阵为

P P

P P P P P P

P P P P P P

P P P P P P

ij

ij ij ij n

ij ij ij n

ij m ij m ij mn

0

11 12 1

21 22 2

1 2

4 2 3=

























−( . )

P1的元素可写作

p1kl=pijPab a i=1 2 m b j=1 2 n

k=1 2 m2 l=1 2 n2 4.2—4
p1kl 所在矩形的一对对角顶点的坐标为 l-1 /n2 m2-k 1 /m2

和 l/n2 m2-k /m2 重复上述过程 即将迭代继续进行 第 N步

将得到一个 mN 1 nN 1 阶矩阵 pN= pNst m
N 1

n
N 1 它是矩阵 P0 与矩

阵 PN-1的克罗内克尔积或 P0与自身的 N次克罗内克尔积 即

P P P P P P P

P P P
P P P

P P P

P

N
st
N

m
N

n
N N

n

n

m m mn

N

= × = =
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1 1 0 0 0 0 1

11 12 1

21 22 2

1 1

1 4 2 5

即 pN由 m n个 mN nN阶的分块矩阵组成 其第 i j 个分块矩阵为

P P

P P P P P P

P P P P P P

P P P P P P

ij
N

ij
N

ij
N

ij v
N

ij
N

ij
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4 2 6( . )

因此 PN的元素可写作

p = p p a = 1 m b = 1 nst
N

ab uv
N-1

u=1 mN

v=1 nN s=1 mN 1 t=1 nN 1

4.2—7
在这一步 单位正方形被划分成 mN 1 nN 1 个边长为 1/nN 1 和 1/mN 1

的矩形 pst
N 所在矩形的一对对角顶点的坐标为 t-1 /nN 1 mN

1-s 1 /mN 1 t/nN 1 mN 1-s /mN 1

设迭代运算进行至第 N 步为止 取一个充分小的常数 它可根据

用户需要自行设定 也可根据实际问题来确定 规定当 pNst 时 在

第 s t 个矩形内画点 否则该矩形为空格 这样可得到平面上的一

个多重分形分布

从绘图的角度看 迭代过程应进行到迭代结果不随迭代次数改变为

止 即得到迭代的不变集 理论上 迭代的运算过程可以进行到无穷多



次 但在计算机绘图时 由于要受到分辨率的限制 迭代几次以后就会

收敛到一不变集 一般说来 该不变集是一个确定性的多重分形

若需考虑点的随机分布 可令

p = rand . p s = 1 m t = 1 ms
*

t
N

st
N N 1 N 1

4.2—8
其中 rand  . 是通过一个子程序产生的[0 1]区间的随机数 由此将

产生一个随机的多重分形分布

概括起来 该算法可以产生如下类型的平面分形图

1 在初始概率矩阵中 pij 只取 0 或 1 两个数字 并取 =1 将

产生有规分形

1 若 m=n 结果得到只有一个标度的自相似分形集 例如取 m=n=3

p11=p13=p22=p31=p33=1 其余 pij=0 则得到单标度雪花分形 其分维

D=log5/log3 l.465

2 m n时 将得到具有两个标度的自仿射分形集

2 若 Pij [0 1] 终结果由 Pst
N 决定 即得到一个确定性的

多重分形

最终结果由 决定 即得到一个随机多重3 P [0 1] Pij s t
N*

分形 它可以模拟分形渗流现象 下面我们将把该算法和线性分形内插

算法结合起来模拟断层系统在平面上的分布

正如上一章中分析断层和裂缝系统的分形性质时所述 碳酸盐岩中

的裂缝性油气藏 地质结构十分复杂 要开发这类油气藏 仅仅依据构

造形态是很不够的 只有找到了缝洞体的具体分布 才能找到这些油气

藏 由于其缝洞体分布很不规则 非均匀性十分显著 因此 不仅需要

运用系统动力学信息开展裂缝发育带预测 而且应研究断层分布 揭示

地下受力强弱和连通性好坏 对储集层做出评价 为此 我们对断层分

布进行了模拟 四川丹凤场气田是典型的裂缝性气藏 阳新统断层的分

布很不规则 在三维地震常规时间剖面上 只能查到 37条大断层 我们

首先运用上一节介绍的线性分形内插算法模拟了大断层的迹线 即输入

大断层的少量特征数据 由分形内插算法作内插处理 计算结果表明

迭代 4 次就得到了不变曲线 即大断层的轮廓线 然后 将此迹线的平

面图置于一单位正方形之内 根据断层分布的特点 我们令 m=n=4 根据

每个小正方形包含断层的情况给每个小正方形一个概率值 P 含正方形多

的方格 P值较大 反之较小 经过试算 我们给出如下的初始数据矩阵

P Pij
0

4 4

0 01 018 0 22
015 0 2 0 3 0 2

0 2 0 32 0 28 0 24
0 2 0 23 0 22 018

= =



























×( )

. . .
. . . .

. . . .

. . . .
运用随机多重分形迭代算法迭代 4 次 并令 =0.001 得到的 终结果

如图 4.13所示

把该图和利用三瞬资料整理的断层图 3.2 比较可见 模拟结果和利

用三瞬资料整理的结果基本吻合 通过模拟可得到如下启示



1 断层的分布虽然是随机的 很不均匀 但具有内在的规律性

即统计意义下的自相似性或分形性 因此 露头断层密集的区域可能暗

示着地下的断层分布较密集甚至可能成为油气构造 在进行地质资料详

查时可列为详查对象

2 大断层分布较密集的地方 分布着较多的小断层 这些地方很

可能为裂缝或孔洞发育的区域 其地下连通性和渗透性可能较好 有利

于油气资源开发 因而 可结合地震动力学信息 波阻抗资料 声波测

井资料进行油气综合预测 以便作出正确的勘探开发决策

由此可见 断层模拟可提供有用的信息 在油气资源勘探开发中是

一项很有意义的工作 值得指出的是 初始数据矩阵的选取对模拟结果

有较大的影响 如何把这些数据和断层数目 区域地质构造情况和受力

强弱等因素联系起来 以得到更好的模拟结果 仍是值得研究的一个重

要问题

图 4.13  丹凤场阳新统断层及裂缝展布的计算机模拟结果

研究表明 地震波曲线和声波测井曲线具有统计自相似或自仿射的

分形性质 从这些曲线中可以观察到标度级别不同的现象 即在某一标

度的特征之上叠加着许多更为细小的特征 因此 可用模拟的方法来探

讨这些随着标度变小而伴随着复杂结构出现的系统 对这些系统 测量

标度的每次改变都将会有新的结构出现 而测量仪器不可能把任意细节

都记录下来 但是 通过仪器在大标度下的记录结果 可用分形的方法

去外推小标度下的细节 拟测井曲线是从地震勘探 CDP 记录得到的地层

的波阻抗曲线 反映地层段的大致结构 它远比不上声波测井曲线的分

辨率 因此难得到地层的丰富信息 可以认为 拟测井曲线是大标度下

的结果 而声波测井曲线则反映了相应小标度下的结果 这是因为地震

勘探的地震波频率低 一般为几十 Hz 而声波测井的频率可高达几十

kHz 能否根据拟测井数据的标度性质求出其分维 D 根据 D 值和已知数

据建立一个迭代函数系统 运用这个迭代函数系统对已知数据进行分形

内插来模拟测井曲线呢 在[55] 中 运用前面的分形内插公式 4.1—9
一 4.1—11 对四川丹风场气田联并 测线剖面上的七口井和南海油田

的三口井进行了模拟分析 所使用的控制参数 即垂直标度因子 dn 由

下式确定

dn=[(Vn-Vn-1)/(Vn+Vn+1)]rand(.)

=[(Zn-Zn-1)/(Zn+Zn+1)]rand(.)

=Rnrand(.) (4.2-9)

其中 Rn= Zn-Zn-1 / Zn+Zn+1 为地层反射系数 Vn 为声速 Zn 为波阻

抗 rand . 是[0 1]区间上的随机数 这样选择的目的是使 dn包含地

层反射强弱和地层构造分布上的随机性 垂直标度因子 dn的取值范围为

—1 到 1

运用上述算法 对丹凤场和南海十口井的十条拟恻井曲线进行了分

形内插模拟 为了研究拟测井曲线 模拟曲线和原测井曲线的相互关系

进行了相关性分析 结果如表 4.1 所示

表表表表 4.1 4.1 4.1 4.1 丹凤场和南海油气田部分钻井的拟测井曲线丹凤场和南海油气田部分钻井的拟测井曲线丹凤场和南海油气田部分钻井的拟测井曲线丹凤场和南海油气田部分钻井的拟测井曲线



分形模拟曲线和原测井曲线的相关性分析结果分形模拟曲线和原测井曲线的相关性分析结果分形模拟曲线和原测井曲线的相关性分析结果分形模拟曲线和原测井曲线的相关性分析结果

井  号 原拟测井曲线与声波

测井曲线的相关系数

分形模拟曲线与声波

测井曲线的相关系数

W11

丹    W12

W14

凤    W18

W19

场    W2

W1

0.2034

0.3614

0.3142

0.2956

0.3238

0.3526

0.2904

0.6971

0.8519

0.8034

0.7168

0.7817

0.8231

0.693

南    LH1

LH2

海    LH4

0.4831

0.4021

0.3225

0.8286

0.7892

0.7014

由此可见 拟测井曲线和实际声波测井曲线的相关系数较小 两者

差别甚大 经过分形内插处理以后 模拟曲线 即声波测井曲线的分形

重构曲线 与原测井曲线的相关系数显著提高 与实测井曲线很接近

图 4.14 a 给出了四川丹凤场 W12 的拟测井曲线 b 是 a

的线性分形内插曲线 c 是把 b 平滑处理以后得到的曲线 它就

是实测井曲线的分形模拟 d 是声波实测井曲线 分形模拟曲线和实

测井曲线的相关系数为 0.8519

图 4.14四川丹凤场 W12井拟测井曲线

分形模拟曲线和声波实测井曲线的比较

两条曲线十分相似

拟测井曲线即波阻抗曲线 很容易从 CDP 记录中得到 而声波测井

曲线则需要通过钻井 测井才能得到 而钻井 测井都需消耗巨资 因

而 如何从 CDP 记录中去寻找更细致的地层信息 是一个很重要的研究

课题 分形模拟提供了一个很有意义的新思路 新方法



第五章第五章第五章第五章        物理与化学中的分形构造物理与化学中的分形构造物理与化学中的分形构造物理与化学中的分形构造

在第二章 我们介绍了宇宙的分形构造 第三 四两章介绍了地表

形态和地质断裂构造的分形特征 它们体现了大自然在宇观和宏观尺度

上的组织原则 在中观或微观尺度上是否也有这种巧夺天工的构造艺术

呢 凯依在 分形漫步 [24] 一书中 介绍了麦达利阿 A   Medalia

拍摄的碳黑聚集体的高分辨电镜照片 如图 5.1 所示

麦达利阿还拍摄了大量的碳黑微细颗粒照片 剀依对其详细研究发

现 碳黑聚集体和碳黑微细颗粒的边界是复杂的分形曲线 有各种奇妙

的形态和不同的分数维数 进一步研究发现 碳黑颗粒表面是粗糙不平

的分形表面 据研究 其它一些物体表面 化学活

图 5.1 碳黑聚集体的高分辨电镜照片

性表面及其它聚集体也有分形特征 在物理 化学中 材料断裂 放电

式样 高分子凝胶 合金薄膜相变 晶体生长的分形现象也逐一被揭示

出来 本章中 我们将讨论这些问题

5.1 5.1 5.1 5.1 固体与化学活性表面的分形特征固体与化学活性表面的分形特征固体与化学活性表面的分形特征固体与化学活性表面的分形特征

就像地表形态或其它星球如月球表面一样 许多固体表面具有分形

特征 统计研究表明 75 以上的各种固体在几人至几百 A 左右的范围

内有分形结构[2] 过去人们常把表面看成二维形体 分形理论诞生以

后 人们的认识发生了很大的变化 事实上 在大标度下看来比较光滑

的表面 如化学活性的固体表面 如果在小尺度下仔细观察 就会发

现其粗糙与起伏不平的复杂结构 分形表面的维数介于 2 和 3 之间 分

维越大 表面的复杂程度越高 表面有越多和越精细的凹凸 皱招和缺

陷 极限情况下 表面的分维可达到 3 换句话说 在这种表面上的一个

单层已不能再视为一个薄膜 而应视为占有 体积 这是因为它具有

极其丰富的孔隙 极其复杂的皱招 其结构犹如迷宫一般地反复卷曲

所以一般几何学的概念已不再适用

按照上述观点 表面过程被看成是吸附质或反应物在固体 吸附剂

催化剂等 表面形成固态溶液的过程 以气固两相催化反应为例 催化

剂不再是把反应物束缚其上 从而阻止其热运动 而是把它们 溶解

于其中 作为 溶质 的各反应物分子以及作为 溶剂 的催化剂和载

体 在其处于 溶液 态的条件下 共同为反应的进行做出贡献

由于表面分维是量度表面复杂程度的一个综合参数 所以催化的有

效成分负载在载体上形成的催化剂 其性质会受到载体本身分维的影

响 而如此形成的催化剂本身的分维又会影响它在催化反应中的性能

为了探讨载体与催化剂的表面分维与其催化性能之间的关系 就涉及到

催化剂表面分维的测定

表面分维的测定都与吸附有关 因而其分维都是通过吸附来进行

的 首先 把直径为已知的球状分子吸附在物体表面 然后测定吸附分

子的克分子数 现以化学活性固体表面为例来说

明表面分形的测定方法 为叙述方便 把被测的化学活性表面称为



吸附剂 用来进行吸附的气体称为吸附质 测定方法有两种

1 用不同截面的吸附质对同一吸附剂进行吸附

如果对一个理想的 完全平坦的固体吸附剂表面吸附一吸附质 单

层吸附 则吸附剂的总表面积等于该吸附质的截面与被吸附的吸附质

的数目的乘积 如果更换另一种吸附质 由于吸附剂表面是平坦的 吸

附质完全紧贴着吸附剂布满整个表面 所以吸附剂的总表面积仍等于这

种新的吸附质的截面与被吸附的数目之积 在这种情况下 固体吸附剂

的比表面 单位质量吸附剂的表面积 是一个常数

化学活性的固体表面 在分子尺度上存在着凹凸不平 在这种情况

下 用小截面的吸附质分子进行吸附时 吸附质能较紧地贴于吸附剂的

表面 而用大截面的吸附质分子进行吸附时 在吸附质和吸附剂间就会

出现较多空隙 因此 用不同截面大小的吸附质进行吸附时 所获得的

比表面数值不同 比表面值随吸附质分子截面的减小而增大 吸附剂比

表面关于吸附质分子截面的变化率 与表面分维相关 事实上 设吸附

剂所吸附的吸附质分子数为 N 吸附质分子截面半径为 则 N和 有下

述幂律关系

N -D 5.1-1

式中 D 为吸附剂表面的分维 设在吸附质系列中 每个成员分子的吸附

截面б与截面半径 的比值相同 即
2/б=C 5.1-2

式中 C为常数 则可得到如下关系

N=Kб-D/2 5.1-3

本方法就是用这一关系式来测定分维的 用芳香族碳氢化合物及氮作为

吸附质对碳黑表面进行吸附 测定出不同吸附质的 N б数据 根据上式

在双对数坐标系中回归这些数据 所得分维为 D=2.25 0.09

2 用相同吸附质对不同颗粒大小的吸附剂进行吸附

运用第一种方法时 需要寻求具有不同截面大小的吸附质系列 但

这往往是比较困难的 因此人们提出了用同一种吸附质来测定吸附剂表

面分维的方法 但这需要把吸附剂制成不同大小的颗粒 分别进行吸附

测定

考虑一个半径为 R0的吸附剂颗粒 若用半径为 0的吸附质分子进行

吸附 则相当于用 0为单位对该吸附剂进行测量 若改用另一种吸附质

分子 设其半径为 这意味着使用 为单位对该吸附剂进行测量 按

此单位 吸附剂颗粒半径的数值也应改变 设为 R 则如下关系成立

R= 0/ R0 5.1-4

将其中的 解出并代入 5.1—1 中得

N RD (5.1-5)

上式指出了覆盖一个吸附剂颗粒表面所需的吸附质分子数 N 与吸附剂颗

粒的半径 R 间的关系 若有一组吸附剂试样 它们的总体积相同 但各

组试样所含的吸附剂颗粒大小不同 因为试样中的颗粒数 M 反比于各颗

粒的体积 所以 为覆盖一个试样中半径为 R 的全部吸附剂颗粒所需的

吸附质分子数 n有关系

n=mN RD-3 (5.1-6)

运用这种方法 用氮为吸附质吸附具有不同半径的 AEROSIL 硅胶颗粒



求得这种硅胶表面的分维为 D 2.02 0.06 此结果说明这种硅胶表面基

本上是光滑的

用以上方法测定表面分维 要求同一尺度的式样内部各吸附剂颗粒

的大小相同 这在实验中是很难做到的 实际上各式样内部的吸附剂颗

粒半径服从某种统计分布 假设半径为 R到 R dR之间的颗粒数为

dm=mf(R)dR (5.1-7)

式中 f R 为颗粒半径分布的概率密度函数 李后强[11]导出了以下公

式

i i
D

ia

b

a
D Ai R f R dR R f R dR

i

i

i
( ) ( ) / ( )= ∫∫ 3bi

5.1- 8

式中 Ai fi R 以及 ai bi皆可由实验测得 用此公式对于每一个编号

为 i 的式样均可得到一条 i D 曲线 诸曲线交点处的 D 值即为所求

分维 李后强用文献数据和实验测定数据对这种改进方法进行验证 结

果十分理想

通过对各种物质表面分维的测定发现 大多数物质表面都有分形特

征 但不同物质表面分维的值很不一样 例如 在美国伊利诺斯州的握

太华发现的一种特别光滑而坚硬的沙子 在许多粒度表征中用作标准物

料 其表面分维 D 2.02 石英沙的表面分维为 D 2.21[24] 浦菲弗

P.Pfeifer 法林 D.Farin 和阿乌尼 D.Avnir 测定了尼加拉瓜

岩石颗粒和冰洲石颗粒的表面分维 分别为 D 2.58和 D 2.16[24] [2]

中报道了用醇和氮作为吸附质 用方法一测量另一硅胶表面的分维结

果 D 2.97 0.02

因为化学反应发生在表面 所以表面的分形特征对化学反应有较大

影响 如果表面分维值较大 那么以较小的体积就能得到较大的表面积

从而可以提高反应效率 例如 作为脱臭剂用的活性碳和干燥剂用的硅

胶 表面分维的维数几乎为 3 因而能吸附有气味的分子和水分子的表面

积相对于体积都很大 因此 用较少的物质就能获得较好的效果 将固

体溶于溶液时 如果固体的表面是分形 溶化速度也会明显加快 例如

在咖啡中放冰糖 溶化速度很慢 而方糖却溶化得很快 其原因就在于

方糖内充满了裂缝和空隙 其表面积相对于体积很大的缘故

5.2  5.2  5.2  5.2  材料断裂的分形性质材料断裂的分形性质材料断裂的分形性质材料断裂的分形性质

当金属材料受到的拉力和冲击力超过某个临界值时就会发生断裂

断裂表面是粗糙和不规则的 断裂边界也是很复杂的 在某些情况下

它们具有分形特征 裂纹周边的复杂程度可用分维来量度

假设用大小为 r的码尺去测量断裂的边界 所测得的结果为 N r

则 r 和 N r 满足形如 5.1—1 的关系式 美国学者特莫里亚

Y.Termonia 和米金 P.Meakin 研究了分子水平上材料的断裂动力

学 求得 r在一定范围内 分维 D 1.27 0.02

材料断裂的分形结构按对象划分 可分为断口分形结构和组织的分

形结构 张军等[10] 将球墨铸铁的组织结构在扫描电镜下获得 立体照

片 再利用计算机图象处理技术测得组织结构的分维 D 然后对冲击样

品做多次冲击试验 得到冲击次数 N与分维 D 之间的关系近似为一具有



负斜率的直线

材料的力学行为可划分为材料韧性 断裂韧性与强度 1984 年 曼

德尔布罗特等[56]首先报道了冲击断口的分维与冲击功 J 的实验结果

引起了材料科学工作者的极大兴趣 谢和平等研究了岩石断口的分形结

构与分维 并探讨了岩石裂纹的临界扩展力和分维的关系 实验研究得

到的结果表明 裂纹临界扩展力 G 随 D—1 的增加而线性地减小 穆在勤

等测定了超高强度钢断口的分维 实验研究表明 临界扩展力的对数与

分维成线性函数关系 但是 理论分析的结果与实验结果明显不符 进

一步 他们测量了平行和垂直于裂纹扩展方向两个剖面线的分维值 D1
D2并假定单位厚度断裂表面的面积近似地等于 L1L2 其中 L1与 L2分别是

平行与垂直于裂纹扩展方向剖面科契曲线欧氏长度的测量值 结果求得

LogKIC [2-(D1+D2)]

其中 =-0.5log 0, 0 是裂纹扩展的 小步且 0 1 他们认为 理论

分析结果与实验结果是一致的 潘德等 C.S.Pande 研究了动态撕裂能

与断口分维之间的关系 昂德伍德 E.E.Underwood 等研究了断裂韧性

与分形维数之间的关系 他们认为实验结果与常识不符

董连科在他的著作[10]中 对上面所述的中外学者关于材料的分形

结构与材料性能关系的部分研究成果进行了归纳 分析与总结 他认为

在分形理论中 由于测度观的转变 与常识不符的反常现象 也有可能

是分形更深刻地反应了问题的实质 把分形用于材料力学行为的研究

问题在于塑性形变上 产生分形结构的物理机制是系统中必然存在耗

散 因此将分形用于断裂韧性研究时 相对于弹性形变而言 塑性形变

扮演着耗散的作用 这就是说 用分形研究断裂韧性 至少应对应于小

范围屈服的断裂过程 由于断裂机制不同 力学量的选择也不同 他和

合作者们根据裂纹稳态扩展的物理机制建立了数学模型 通过材料破坏

后的断口表面所能提供的信息反求材料的韧性规律 但是不宜用起始扩

展条件来建立理论模型 他们研究了小范围屈服的临界扩展力 DIC 和分

形维数的关系 通过理论分析和实验研究后指出 基于波动方程满足标

度不变性 采用标度变换寻求断裂过程中的标度律 是分形用于材料力

学行为研究的可行方法 除此而外 根据分形中测度观的转变 进行量

纲分析也是行之有效的 另一方面 应用分形研究材料的弹塑性断裂

应将断口的分形结构看成是裂纹扩展过程的产物 同时也要用裂纹稳态

扩展过程来描述断口的分形结构

由此可见 在某些情况下 材料断裂损伤过程中的分形现象是客观

存在的 因而 对其分形规律的描述也是必不可少的 在材料断裂过程

中 不仅断口具有分形形态 碎块的大小和频度分布也有类似的分形规

律 图尔科特[43]指出 一种材料有多种破碎方式 例如 岩石可因风

化作用而破碎 碎片尺度的分布可能与岩石中的节理及原有脆弱面的分

布有关 此外 爆破 碰撞等外力作用也可产生破碎 统计研究表明

碎片尺度分布主要表现为对数正态分布和幂律分布 而幂律分布可和分

形分布对等 就是说 材料在破碎尺度一频度分布上存在分形特征 一

些作者曾对破碎煤块尺度一频度分布 在地下 475 米花岗岩内进行的核

爆破试验使爆炸源上部一座烟囱破坏后碎片尺度一频度分布及弹头高速

冲击玄武岩形成的碎片尺度一频度分布进行了研究 在这些例子中 分



布的分维大致为 D 2.5 表 5.1 中给出了材料破碎后尺度一频度分布分

维的更多例子 表表表表 5.15.15.15.1 各种材料破碎后的分维各种材料破碎后的分维各种材料破碎后的分维各种材料破碎后的分维

材  料 出  处 分  维
铅弹头产生的辉长岩破碎

钢弹头产生的辉长岩破碎

陨星 大草原网资料

人工压碎的石英

崩解片麻岩

崩解花岗岩

化学爆炸 当量 0.2 千吨

核爆炸 当量 6.2 万吨

破碎煤块

星际粒子

石英石的抛射破碎

玄武岩的抛射破碎

沙粘土

阶地砂砾

冰渍物

陨星

小行星

火山灰与浮石

Lange et.al(1984)
Lange et.al(1984)
Mecrosky(1968)
Hartmann(1969)
Hartmann(1969)
Hartmann(1969)
Schoutens(1979)
Shoutens(1979)
Bennett(1936)
Mathis(1979)

Curran et.al(1977)
Fujiwara(1977)
Hartmann(1969)
Hartmann(1969)
Hartmann(1969)
Hawkins(1960)

Donnison et.al(1984)
Hartmann(1969)

1.44
1.71
1.86
1.89
2.13
2.22
2.42
2.50
2.50
2.50
2.55
2.56
2.61
2.82
2.88
3.00
3.05
3.54

5 3  分形凝聚体

细微粒子如果凝聚成像尘土那样的块体也会产生分形形态 自然界

中有许多这样的分形凝聚体 比如悬浮于气体中的固体颗粒或液体颗粒

的凝聚 溶液中金属离子在电极上的沉积 某些似分形晶体从液相的析

出以及准晶体的生成等 这些物质 现象和过程大大丰富了分形的研究

内容 为了对这些现象进行模拟 人们提出了 DLA 和 KCA 模型 它们在

分形凝聚现象的研究中起着重要的作用

5.3.1  DLA5.3.1  DLA5.3.1  DLA5.3.1  DLA 模型和模型和模型和模型和 KCAKCAKCAKCA 模型模型模型模型

DLA 模型是美国密执安大学的威特恩 T.A.Witten 和桑德尔

L.M.Sander 针对悬浮在大气中的煤灰 烟尘或金属粉末的扩散凝聚

过程而提出的 由于模型很简单 易于在计算机上实现 而且可以用来

解释自然界一大类分形的形成过程 因此受到人们的普遍关注

该模型的思路是 取二维欧氏空间的一个正方形 将它分割成许多

小方块 形成一个方形点阵 在点阵中央附近的格点上 放置一个静止

的微粒作种子微粒 在距种子微粒较远处随机地产生一个微粒 令此微

粒在各格点上作类似于布朗运动的随机行走 终将产生两种结果 一

是与种子微粒相碰 这时令该微粒附着于种子微粒之上 与之结合形成

集团 二是行走到点阵的边界 此时令该微粒被吸收而消失 接着再随



机地产生第二个微粒 并重复以上步骤 直至附着于凝聚集团或被边界

吸收 将上述过程继续重复进行 终将得到以种子微粒为中心的不断

增长的凝聚集团 用计算机模拟这种凝聚集团 结果呈枝状 如图 5.2

所示

DLA 模型形成的凝聚集团具有分形特征 其大小不同的分枝的产生

部分原因可能在于粒子的随机运动轨迹非常曲折 集团外部伸出的分枝

获取粒子的概率较大 妨碍了微粒向内部侵入 这种屏蔽效应使得集团

按照向外伸展分枝的构造方式不断生长 这类分形集的维数可按 1.2.6

中的密度相关函数法计算 此处不再赘述

米金认为 DLA模型中有一个不动的核心 在模拟某些现象时与实际

情况不符 因此通过对 DLA 模型进行修正 他提出了动力学集团凝聚模

型 简称为 KCA 模型 它与 DLA 模型不同的是 让所有微粒都进入点阵

作随机运动 当两个微粒相遇后就结成集团 集团也作随机运动 因而

可和其它粒子或集团结合 生成更大的集团 这样不断进行下去就得到

一个分形结构 描述这一分形的特征量 除了分维以外 还应当考虑标

度指数[11]

图 5.2  DLA模型——计算机模拟结果

米金对 KCA模型进行了计算机模拟 在一个 400 400的方形点阵上

分别放进 N 10000 个粒子 这相当于每个格点占有粒子数密度 P

0.625 N 15  000个粒子 0.09375 N=20 000个粒子 0.125

和 N= 25  000个粒子 = 0.15625 作了模拟 结果如图 5.3所示

DLA模型和 KCA模型都有较广泛的应用 DLA模型可用来预测某些实

际随机凝聚的生长速率与时间的关系 以及它们的机制和输运性质 在

缩聚反应凝胶化和生物分子的凝聚性质等方面 电介质的放电击穿 草

坪上落雷烧焦的痕迹周边 都

图 5.3  KCA模型——计算机模拟结果

与 DLA 模型有关 自然界中也有许多自然现象与 KCA 模型相符 例如墙

角尘絮 河口淤泥 金属超微粒子聚集体等各种分散粒子的不可逆凝聚

等

5.3.2  5.3.2  5.3.2  5.3.2  金属叶与全属树的分形特征金属叶与全属树的分形特征金属叶与全属树的分形特征金属叶与全属树的分形特征

某些金属在其盐溶液中电解析出于阴极附近 能形成枝状分形形

态 称为金属叶或金属树 这种结构的形成可通过简单的实验来完成

首先将 ZnSO4水溶液注入圆柱形玻璃容器中 小心加入正丁基醋酸酯制成

界面 用一碳棒做阴极 使阴极尖端刚刚接触到两种液体的分界面 用

锌片做阳极 阳极做成圆筒状 直径略小于容器直径 并使其圆心和容

器圆心重合 在阴极和阳极之间加上 5 伏左右的电压 由于锌离子只存

在于 ZnSO4中 而阴极却只有尖端触及此溶液层 故金属锌就会在阴极尖

端凝聚 电沉积 并在界面上形成由小逐渐变大的金属叶 锌叶

这种凝聚过程可以用 DLA 模型来模拟 实际沉积结果与模拟结果十分一

致 其形状与图 5.2 所示结果相似 把实验装置改为电解槽 如图 5.4



所示 所用试剂 药品和电极与前面的相同 这时 由于锌沿着两种液

体的界面在一个线性阴极上析出 因而形成由许多锌树组成的锌树林

拍摄下实验过程中不同时刻的照片 可以观察到锌树林随时间变化的不

断增长过程如图 5.5 所示 图 5.6 是一个典型的锌树林 它与用 DLA 模

型进行计算机模拟得到的结果是一致的

图 5.4锌树林生长的实验装置

图 5.5锌树林生长的过程

图 5.6曲型的锌树林

计算表明 金属树的分维约为 1.7 如果使金属树在三维空间中成

长 则其分维可达到 2.5左右

5.3.3  5.3.3  5.3.3  5.3.3  粘性指进粘性指进粘性指进粘性指进

粘性指进是指两种具有不同粘性的流体相遇时 在其界面形成的奇

特形状 例如 把粘性很小的流体 例如水 塞入粘性很大的流体中

将形成一种类似于树枝状的结构 在一定标度范围内 这种形状具有分

形结构

粘性指进和石油开采率密切相关 采油时通常要在地面画适当大小

的正方形 在正方形的各顶点和中心共挖 5 个孔 给中心孔吹入二氧化

碳 或水 从周围 4 个孔中汲取石油 在这一过程中 就会产生粘性

指进现象 此时若不及时改变外界压力条件 类似于 DLA 集团的分形将

迅速增长 二氧化碳或水将迅速掺入到油层中去 不能形成一个完整的

界面将油推向井口 采油效率将明显降低

石油工业中的这种现象也可在简单的实验中再现 实验装置为海利

肖箱[11] 不同的是 实验中要尽量使粘性指进现象明显表现出来 要

达到这一目的 就要尽量使表面张力和流体间的扩散变小 由于流体间

的粘性比越大粘性指进表现得越清楚 所以若选用粘性小的液体如水作

为一种流体 另一种流体可选择高糖类的高分子水溶液 这种流体的粘

性为水的 1000至 10000倍左右 也可向高粘性液体中吹入空气来做这一

实验 帕特逊 L.Paterson 从海利肖箱中央孔向甘油中注射空气观察

所发生的现象 开始 空气泡是一个小圆点 随着空气泡的增大 界面

变得不稳定 然后气泡演化成有分岔叶瓣的花朵状 如图 5.7 所示 向

浓玉米糖浆中吹入空气 油气界面形成一系列短小的指凸 如图 5.8 所

示

图 5.7在甘油中吹入空气时产生的粘性指进

图 5.8在浓玉米糖浆中吹入空气时产生的粘性指进

一个更有趣的实验是 打一个鸡蛋在碗里 然后把牛奶从碗边慢慢

倒进去 不多久就会在牛奶和蛋白的界面处产生凹凸并可观察到具有分

形结构的粘性指进的形成过程



5.3.4  5.3.4  5.3.4  5.3.4  放电式样放电式样放电式样放电式样

自然界的闪电是瞬间现象 通过对拍摄下来的闪电进行观察 发现

它具有像河流那样复杂的分岔和弯曲 从而也可能具有分形的特征 对

实验室中的放电式样已有详细研究 在表面皿那样的圆玻璃极之间注入

SF6气体 然后如金属叶实验一样 在中心和玻璃板周围放上电极再加上

高压电压 如果从上面摄影 就会得到平面上的放电式样 所得结果类

似于 DLA模型产生的形态 已被确认为分形 分维约为 1.7[2]

5.3.5  5.3.5  5.3.5  5.3.5  似分形晶体的生长似分形晶体的生长似分形晶体的生长似分形晶体的生长[11][11][11][11]

1986年 日本学者本庄 H.Honjo 等 第一次在过饱和 NH4CL溶液

中观察到似分形 DLA 晶体的生长 晶体的生长是在一个特制的晶体生

长箱中进行的 该箱由两个平行玻璃板构成 上面一块玻璃板的表面涂

有导电膜以控制温度 两玻璃板的问距为 25.0 m NH4CL水溶液密封于

其间 在过饱和条件下首先生成一个种子晶核 然后种子晶核不断生长

用显微镜和磁带录像机摄下这个不断生长的晶体形态 并用计算机进行

分析 若底面玻璃在实验中采用无规粗糙的表面 其粗糙的特征长度大

约为 7.5 m 这个粗糙性起着随机扰动晶体生长的作用 这时 晶体生

长的典型模式如图 5.9 所示 界面曲线是对录像带用计算机图象处理技

术处理后得到的 它具有类似分形的结构 它生长的特征是尖端增殖分

裂 同时生长的尖端部分逐渐变宽 图 5.10 所示的是每隔 20 秒钟拍摄

的重叠图象 从图中可以清楚地看出屏蔽效应 图 5.11 示出了在晶体生

长中 晶体的面积 N和回转半径 Rg的关系 由此可以得出分维为 D=1. 671

0.002 与二维 DLA模型的模拟结果吻合 这说明结晶过程是受限扩散

的 在这种情况下 平均尖端曲率半径或平均尖端宽度与底板的粗糙度

7.5 m 相近 若在实验中底面玻璃采用光滑表面 则所得的图形

如囹 5.12所示 其界面曲线也是经过图象处理后得到的 这个模型常常

作为有规枝状分形的典型

研究表明 似分形晶体结构的形成与结晶时是否各向异性有关 通

常条件下生成的晶体 因有很强的晶格各向异性的影

图 5.9在无规粗糙表面上的似分 NH4CL晶体

经图象处理后的结果

图 5.10似 DLA晶体生长照片的重叠 每隔 20秒拍摄一次

只有分裂的尖端向外生长 其交界面生长不明显

图 5.11 似 DLA晶体生长中的晶体面积 N与

回转半径 Rg的关系

图 5.12光滑平整表面上有规 NH4Cl



枝状晶体 经图象处理后的结果

响 所以观察不到似分形结构 要得到似分形晶体 必须减弱各向异性

当无规粗糙表面的粗糙度与枝状晶体尖端的平均曲率半径匹配时 能造

成对结晶生成界面的无规扰动 从而可以有效地削弱各向异性

5.3.6  5.3.6  5.3.6  5.3.6  准晶体的分形结构准晶体的分形结构准晶体的分形结构准晶体的分形结构

1984 年 谢克特曼 D.   Shechtman 等人在微米级的铝一锰合金

颗粒上发现了一种具有长程有序和没有平移对称的新相 这种新相称为

准晶体[11 57] 此后 又在铝一铁 铝一铬等合金上发现了这种晶体

这些准晶体是亚稳定的 是在急冷条件下形成的 据认为 准晶体是一

种介于玻璃和晶体之间的新的物质凝聚态且具有分形结构 彭志忠提出

的准晶体分形模型被认为是各种准晶模型中较好和较有意义的 与实验

结果也很吻合

在研究含有五次对称准晶格的结构中 发现有两个原理在起作用

即 20面体原理和黄金中值原理 根据这两个原理 可以推导出准晶体的

理想格子 图 5.13是作为推导开始所用的五角形 图中每个点代表一个

配位 20面体 沿 ABCD可按裴波那契数列向两边递推 在 EF之间增加一

个黄金分割点 G 即 EG=a GF=b 而 A/b=0.618 或 a/b=1.618 按对

称原则求

图 5.13  准晶格的推导

出 H J J 各点 沿各线方向又可按裴波那契数列向两边递推 如此下

去 就可推出整个格子

彭志忠等按以上原则推导出四种准晶格 等轴晶系 20 面体准晶格

等轴晶系正五角十二面体准晶格 五方晶系五边形准晶格和十方晶系十

边形准晶格 其中五方晶系五边形准晶格的投影如图 5.14所示

根据二十面体原理 黄金中值原理和上面推导的准晶格 就可导出

准晶体的分形结构模型 这种分形结构可以理解为结构的重复周期在尺

度上有变化 在维轴上周期的尺度增加时 相邻重复周期有一定比值

在准晶体中为黄金中值 1.618 或其倒数 0.618 在三个维轴上都

有这种情况 作为主图 5.14五方晶系准晶体的模型 则各级二十面体有

共同格投影图的中心 由中心出发向外 对应的二十面体棱长按 1.618n

递增 从投影图可以看出 这一图形放大或缩小 1.76182n 时 整个图形

实质上是不变的 这正是分形体的典型特征

沈步明根据彭志忠的模型计算了准晶体结构的相似维数[57] 计算

公式为

D logN/logr

式中 r 是图形自相似比例因子 即将原来图形的每个独立方向缩小 1/r

的图形作为基本单元 N是原来图形包含基本单元的个数 在准晶体结构

中 r=1.6182 因为 N 与空间维数有关 所以 在三维空间中 一个二

十面体经一级放大以后 增加 12个二十面体 加上中心的二十面体共 13

个 即 N 13 其维数

D=logl3/log1.6182 2.6652



很有意义的是 上式恰好表示了彭志忠提出的准晶体结构的两个构造原

理 即二十面体原理和黄金中值原理 在二维空间中 N 5 可求得准

晶体结构的相似维数为 D=1.672 与 DLA模型基本一致 这可能预示着上

述模式的准晶体的形成与受限扩散凝聚有关 这是对认识准晶体的形成

机理的一个重要启示

5.4  5.4  5.4  5.4  相变点附近的分形结构相变点附近的分形结构相变点附近的分形结构相变点附近的分形结构

相变是自然界中普遍存在的一类现象 是量变转化为质变的典型表

现之一 日常生活中 沸水由液态变为蒸气 樟脑直接由固体变为气体

铁磁体当温度升高超过某一限度 临界点 时 磁性突然消失 钡 钇

铜氧化物当温度降低到某一限度 如 93K 时 电阻突然消失等等 都是

相变的例子

相变的起因错综复杂 表现形式五彩缤纷 但是各种物质在相变点

附近的行为极为相似 在相变临界点附近 各种宏观物理量如比热 密

度等是和临界点的温度有关的服从幂定律的物理量 人们还从热力学的

研究中得知 各种相变在相互转变的两相有相同的化学势 由此 自然

界中千差万别的相变可按化学势及其导数来进行分类 如一级相变 二

级相变等等[11] 物理学家们描绘了相变的基本物理图象 以铁磁相变

为例 在绝对零度时 磁矩都按一个方向排列 有序度 高 随着温度

升高 逐渐出现一些磁矩的反向区域 称为 花斑 如图 5.15所示

图 5.15  连续相变中的花斑和自相似性

A 花斑 B 任取一部分放大

由上图可见 这种花斑与作为一级相变的液固相变中所形成的晶核

不同 晶核有比较确定的位置和边界 随温度降低而长大 而这里的花

斑在系统中各处出现的概率相同 且彼此嵌套出现 没有明确的边界

它的平均尺寸称为关联长度 用 表示 花斑的存在可用光 中子散射

或超声波吸收等实验验证 当温度逐渐接近相变温度时 逐渐增大直

至达到宏观长度 此时体系是一个自相似结构 就是说 这时的体系具

有标度不变性 即测量尺度变化时 体系的性质不变 这是因为关联长

度趋于无穷 不管你用什么微观尺度去测量 结果仍为无穷 这时的分

维可通过关联函数法表示

G(r) rDf-d

上式中 r 是尺度 G r 称为关联函数 反映了两个相距为 r 的自旋涨

落之间的关联 制约 依存 情况 d是欧氏空间维数

在这种临界现象的临界点附近 近似的标度不变性还可以用一套临

界指数来描述 就像用分维描述分形一样 同时 通过标度不变性 还

可以导出临界指数间的各种关系 它们被统称为标度律[11] 并由此产

生了标度理论

渗流是引起相变的 简单的例子 通过实验结果不难验证相变的分

形结构 合金薄膜的结构相变就是一例 早在 70年代初期 人们就在

— Ge/Au双层膜的晶化过程中观察到了与 DLA图形非常相似的缩聚区域

1987年 段建中等人在有中间相存在的 Pd—Si合金薄膜中发现并计算了



这种缩聚区的分维 随着 Pd—Si合金薄膜的成分的变化 分维从 1.78改

变到 1.55 1988年 侯建国和吴自勤用透射电子显微镜观察了 a—Ge/Au
双层膜在不同退火温度后出现的分形区域 他们还用不同方法计算了缩

聚分形区的分维 如表 5.1

表表表表 5.1  5.1  5.1  5.1  用翼德波科斯方法和相关函数方法用翼德波科斯方法和相关函数方法用翼德波科斯方法和相关函数方法用翼德波科斯方法和相关函数方法

计算的不同温度缩聚区的分维计算的不同温度缩聚区的分维计算的不同温度缩聚区的分维计算的不同温度缩聚区的分维

桑德波科斯方法 相关函数方法
温度

分维 Df 相关系数 分维 Df 相关系数 相关长度

100
200
300

1.785 0.01
1.808 0.008
1.980 0.017

0.999
0.999
0.999

1.789 0.014
1.816 0.016

0.981
0.990

6 r 40
4 r 25

所谓桑德波科斯 Sandbox 方法 即先取一系列边长为 L 大值

Lmax于缩聚区的 大直径 的正方形 然后计算出这些正方形内不为零的

格点数 N 在双对数坐标系中回归 logL logN 直线段部分的斜率即

为分维 Df
1988 年 黄立基等人报导了研究 Ni—Mo Ni—Al 及 Au—Ti 非晶薄膜

合金相变分形行为的工作 实验中 他们用透射电子显微镜观察到的渗

流集团的半径的典型大小为 Lmm 把所拍摄的照片输入图象处理计算机

结果发现 在 10—5mm 10—1mm 的无标度区间内 集团具有分形结构 求

出的分维 Df 1.88 0.07 渗流阀值 Pc 0.58 根据同样原理 改变实

验条件 求得 Ni—Al及 Au—Ti非晶薄膜合金相变体系的分维 Df 1.90

0.02 渗流阀值 Pc 0.60

5.5  5.5  5.5  5.5  湍流的分形行为湍流的分形行为湍流的分形行为湍流的分形行为

湍流是物理学中一个历史悠久的难题 困难的根源 部分地在于它

同时存在着许多长度标度 因而没有单一的特征长度 但是 这正好说

明了湍流的分形特征 这从湍流的直观图象就可以看出 它是大 中

小 微不同尺度上的漩涡互相嵌套和互相贯穿而交织在一起的 湍流的

形成与流体流动雷诺数有关 例如水和空气这样的流体 当雷诺数较小

时是稳定的 而当雷诺数较大时 流动场就会不稳定而呈现湍流状态

我们经常看到的水和空气的流动几乎都是湍流 甚至在静室中观察到的

香烟的烟雾也是湍流的实例

研究表明[2] 在雷诺数相当大和各向相同的 3维湍流中 能量散逸

区域为分形构造 且能量散逸区域的分维 D 3— 其中 0 2 0.5

描述速度场空间变化的激烈程度 当速度场的空间变化相同时 则

0 D 3

地球的大气流动 靠云才能看见 由于大气流动是湍流 所以云的

形状和运动非常复杂 据研究认为 云的形状具有分形特征[2] 把气象

卫星和雷达照片上的各种不同大小的云的面积和周长的关系绘在双对数

坐标系上 在无标度区间内 求得分维为 1.35 十分有趣的是在文献[2]

中 高安秀树介绍了水墨画也可作为湍流的例子 并且具有分数维数



他说 对放入洗脸盆大小容器中的水进行搅拌后掉点墨进去使其形成

墨画 然后来测量水墨画的分数维维数 测定结果约为 1.3 与云的维数

大约相一致 大气这样的大流动与洗脸盆中的小流动具有极为相似的性

质 这也可说是流体的普遍性质的表现吧 在咖啡中放点牛奶进去所形

成的花纹也是一种水墨画 与湍流类比的水墨画的图形请参考文献

[2]

5.6  5.6  5.6  5.6  高分子的分形特征高分子的分形特征高分子的分形特征高分子的分形特征

高分子又称为大分子 它们的特征是分子量高 至少大于 103 有

类似于细绳一样的长链 它们可以分成两类 一类是生物大分子 另一

类是合成大分子 本节介绍合成大分子的分形结构 在下一章将介绍生

物大分子如生物体中的蛋白质 核酸 酶和多糖等的分形特征

5.6.1  5.6.1  5.6.1  5.6.1  大分子的结构特征与分子链的分维大分子的结构特征与分子链的分维大分子的结构特征与分子链的分维大分子的结构特征与分子链的分维

大分子的结构可从两方面考察 一是其化学组成 二是其链的形态

其分形结构的研究主要是考察其链的形态 大分子是由小分子聚合而成

的 日常生活中经常用到的 聚乙烯 塑料就是由乙烯这种小分子聚合

起来的大分子 不过 聚乙烯是一种组成 简单的大分子 比它复杂的

大分子大量存在 单体可以是一种或多种 只要单体问发生有规律的聚

合 人们就可以从它们的结构上找出 链节 并求出相应的聚合度 n

由于大分子有长长的柔软的链 所以它在空间中就会有不同的摆布

方式 大分子在空间的摆布方式称为构象 描述大分子的空间构象有两

种著名的数学模型 普通无规行走 NRW 和自避无规行走 SAW 前

者把大分子链看成一条随机分形曲线 与布朗粒子运动的轨迹类似 分

维 D 2 而后者考虑了链节之间的相互作用 原来走过的路径不能再行

走 有 记忆效应 后一模型更接近于真实的大分子链 但在数学上

的难度较大 通常采用数值方法

从大分子本身的结构来看 可分为线性链 支化链和网状链 如果

用树来作比喻 线性链就是没有树枝的树干 支化链就是有大大小小树

枝的树 网状链就好像各棵树的树枝之间发生了连结 从而形成了一个

网状整体 就像鱼网或纱窗一样 这种链结构具有凝胶的特点

在大分子链中 可以划分出 链段 链段往往包含着多个链节

其大小介于链节和大分子整链之间 它的大小和形态随环境条件的改变

而有所变化 从统计上看 链段的形态与整链相似 是整链的缩影 就

是说 大分子的局部与整体之间存在着统计自相似性 因而 大分子链

是一种分形

大分子链在空间有不同的构象 如果把链两末端之间的距离 R 称为

未端距[11] R 可看成相似比的倒数 而前面所定义的聚合度 n 可看成

生成物数 N 由此可得到计算分维的公式

N R R Nf
D v或 ( . )56 1−

其中

V 1/Df



对支化大分子来说 随着支化类型和支化程度的不同 一个分子将有数

目不等的端点 这样未端距的含义就不明确了 这时 可用另一个参数

——回转半径来表征分子的尺寸 从分子的质量中心到分子中各链段的质

量中心的距离称为回转半径 记为 Rg 一般说来 Rg R 所以 在不考

虑比例系数的情况下 二者可以通用 由此可以得到

Rg Nv 5.6—2

进一步分析可得[11]

R V Ng
d

a
+ =2 2 3                         5.63

其中 V是衡量链节之间相互作用的一个参数 称为排斥体积 a是链节的

尺寸 d 是大分子所在欧氏空间的维数 比较 5.6—2 与 5.6—3
有

V 3/ d十 2 5.6——4
由此可见 当 d 3 时 Df 5/3 可见大分子链的维数介于线和平面之

间 溶液中真实大分子链的分维 Df=5/3 小于 NRW链的分维 Df=2

这反映出一个事实 即有限制的 SAW要比无限制的 NRW要 驯服 一些

形状上的不规则性要小些 同时 指数 v和分维 Df只与空间维数有关

反映了大分子链的普适性

人们还可以计算一条大分子单链的某一部分的分维 称为局域分

维 记为 Dfl 其计算方法如下 从一条由 No个链节构成的大分子链中取

出含有 N个链节的一个链段 它的未端距的均方距为

< > = < + > − − −
=

− −

∑R N i R i n N N NN i
i

N N
2

0
2

0 0
1

1

1 5 6 5
0

, / ( ) ( . )

这里<Ri
2 i+n>N0是链中第 i 个链节和第 i N 个链节之间的方均距 另

一方面 由于大分子链有自相似性 因此 若长度为 ao的链段中链节数

为 b0 而长度为 a1的链段中链节数为 b1 则有

b1/b0= a1/a0
D 5.6——6

当在某一标度范围内 D不依赖于 a1/a0 时 D是大分子在此范围内的

分维 Dfl 这就是局域分维的意义 从 5.6—5 和 5.6—6 两式出发经

演算可得

DN0 N =Log[ N 1 /N]/Log <RN 1
2>N0/ RN

2>N0]

5.6—7
这里脚注 N0 强调的是有限大分子 值得注意的是 如果 DN0 N

Dfl与 N无关 那么式 5.6—5 等价于

[ <R2N>N0
1/2]Dfl=AN 5.6—8

式中 A是一个比例常数 上式也可作为局域分维 Dfl的定义式 通过 logN

与 log <RN
2>N0

1/2作图 自斜率可求得 Dfl
哈佛林 S.Havlin 等采用蒙特卡罗方法研究二维方形点阵上的自

避行走 SAW 获得了大分子链的分维 如图 5.16

图 5.16  DN0 N 与 N/N0 的关系曲线

N0=100



N0=200

N0=400

图 5.  17单链的局域分维 N0=400

和图 5.17所示

图 5.16表示 DN0 N 与 N/N0 的函数关系 图中显示出两个典型

的区域 它们对应着不同的标度范围 第一个区域是 DN0 N 几乎为常

数的主区域 另一个是 N 与 N0接近的末端区域 此处 Dfl  N 陡增

大分子在主区域有一个稳定的 DN0 N 值 这是大分子链自相似的直接

证明

图 5.17 表示的是链段长度 N 的选择对分维的影响 在链段的长

度 N N0/2 时 分维基本上保持一个稳定值 当链段的长度 N N0/2 时

分维值的波动较大 通常都是在保持 N N0/2 的条件下计算大分子链的

分维 这样得到的局域分维 Dfl与大分子链的平均分维 Df 相差很小 并

且这种差异随大分子链长的增加而减小

前面介绍了线性大分子的分维 下面介绍亨兹克尔 A. G. E.

Hentsche1 从受限扩散模型 DLA 出发 借助弗洛里方法计算支化高

分子链分维的基本思路

DLA集团是由小到大逐步生长的 集团外表结构对将要凝聚上来的粒

子有屏蔽阻碍作用 设屏蔽长度为 l 此长度相当于粒子进入集团区内

的深度 并随集团的生长而变化 如果没有屏蔽 那么粒子会无限制地

凝聚到集团上 并浸入集团内部的任意深度 这样就得不到分形结构

而是紧密堆积的欧氏结构 因而其分形结构的形成是屏蔽效应的结果

设 dw是随机行走轨迹的维数 通过估计屏蔽长度 集团的弹性自由能

排斥能与回转半径 集团内粒子数的关系 可得到计算支化高分子链的

分维公式 Df d dw =[4dw+2 2dw-4 十 5d2]/ 5dw-4+5d

5.6—9
理论计算结果和计算机模拟结果示于表 5.2中

表表表表 5.2  5.2  5.2  5.2  理论计算的分维和计算机模拟的比较理论计算的分维和计算机模拟的比较理论计算的分维和计算机模拟的比较理论计算的分维和计算机模拟的比较

D Dw Df(模拟) Df 计算

2
2
2
2
2
2
3
4
5
6

1
4/3
5/3

2
2
2
2
2
2
2

1.95
1.86
1.83
1.75
1.71

1.67 0.05
2.49 0.05
3.34 0.10
4.20 0.10
4.90 0.6

2.00
1.79
1.77
1.75

2.52
3.38
4.29
5.00

对于通常的 DLA模型 dw=2 有

Df d = 8十 5d2 / 6十 5d 5.6—10



推导 5.6—9 的方法 只能在某一个临界维数 dc(dw)下才成立 通过

d=dc dw 的代换 得

dc
2- 4-dw dc-8dw=0 5.6—11

由上式可见 dc满足一个与 dw有关的一元二次方程 当 dw=2时 求得

d = 1c 17

取正根才有意义 即 dc 5.1 这是分维的上界 根据米金的研究 其分

维的下界 Df= d-dw
值得指出的是 前面的结果都只能在1 dw d时才成立 dw=1和 d=dw

是特殊情况 必须另外处理

5.6.2  5.6.2  5.6.2  5.6.2  大分子溶液的粘度性质与分维大分子溶液的粘度性质与分维大分子溶液的粘度性质与分维大分子溶液的粘度性质与分维

大分子溶液的粘度与大分子的尺寸 形态有关 通过粘度的研究

可以为大分子的表征 加工和应用提供许多重要信息 80 年代初期 人

们把分形概念引入了这一领域 据研究 分维可以把有关溶液粘度的一

些重要量联系到一起 事实上 可以导出著名的马克一侯威克 Mark—
Houwink 方程

[ ] M 3/Df-1 M 5.6—12
其中 M为分子量 [ ]悬浮液或胶体分散体的特性粘数 a为粘性指数

= 3/Df-1 = 3v—1 5.6—13

上式具有重要的理论和实践意义 首先 可以用它从实验上直接测定分

维 检验理论是否正确 a 值的测定十分简单 是大分子表征中的一个

传统的常规方法 只需对同一种大分子的几个不同分子量的样品测定特

性粘数 然后作 log ]—logM曲线图 由直线段部分的斜率即可求出 a

值 由 5.6—13 式立即求出分维 Df 其二 分形理论中已有不少计算

分维的成功方法 因此 用式 5.6—13 有可能从理论上直接计算某些

大分子——溶液体系的 值 表 5.3 和表 5.4 表表表表 5.35.35.35.3 模型大分子溶剂模型大分子溶剂模型大分子溶剂模型大分子溶剂

体系的粘性指数体系的粘性指数体系的粘性指数体系的粘性指数 和分维和分维和分维和分维 DDDDffff

大 分 子 模 型 值 Df
刚性球

长棒 长度直径比 1000
薄圆盘 直径厚度比 100
无规线团

无扰无规线团

0
1.8
1.0

0.5 0.8
0.5

3.0
1.07
1.5

2.0 1.67
2.0

表表表表 5.45.45.45.4 几种体系的粘性指数和分维的计算值几种体系的粘性指数和分维的计算值几种体系的粘性指数和分维的计算值几种体系的粘性指数和分维的计算值



大分子 P 溶剂 s D
f 计算 实验

氯醇橡胶 9.6 THF 9.9 1.677 0.79 0.79 0.82

丁苯橡胶 8.3 甲苯 8.9 1.708 0.756 0.75 0.78

丁二稀 8.1 8.6

平均 8.35
环乙烷

苯

甲苯

8.2

9.15

8.9

1.669

1.740

1.702

0.79

0.72

0.76

0.70 0.77

0.70 0.78

0.62 0.653

聚丙稀酸

甲酯

9.7 丙酮

苯

丁酮

醋酸丁酯

甲苯

10.0

9.15

9.3

8.7

8.9

1.676

1.701

1.685

1.782

1.740

0.78

0.76

0.78

0.68

0.72

0.52 0.77

0.71 0.85

0.67 0.81

0.69

0.697

聚甲基丙稀酸

甲酯

9.3 丙酮

苯

氯仿

1.2-二氯乙烷

甲基丙烯酸甲

酯

10.0

9.15

9.3

9.8

8.7

1.723

1.669

1.667

1.695

1.708

0.74

0.79

0.80

0.775

0.756

0.69 0.80

0.70 0.79

0.79 0.83

0.68 0.77

0.72

聚醋酸乙烯酯 9.4 丙酮

二 烷

10.0

10.0

1.708

1.708

0.756

0.756

0.67 0.74

0.74 0.75

聚丙烯睛 12.7 15.4

平均 14.05
二甲亚砜 13.4 1 725 0 75 0.75 0.758

硝酸纤维素 8.5 11.5

平均 10.0
丙酮 10.0 1.667 0.80 0.795

聚丙烯 9.2 9.4

平均 9.3
苯

甲苯

9.15

8.9

1.694

1.695

0.79

0.77

0.67 0.71

0.725

1985 年美国麻省理工学院的马思库马 M.   Muthkumar 也用分形

理论研究了支化大分子溶液的粘度性质 他考虑了分子间 分子内的流

体力学相互作用和排斥体积效应 通过求解不同情况下的线性纳维一斯

托克斯方程而获得了不同浓度和频率下粘度增量与分维的关系

5.7  5.7  5.7  5.7  凝胶化与渗流的分形行为凝胶化与渗流的分形行为凝胶化与渗流的分形行为凝胶化与渗流的分形行为

前面讨论了溶液中线性和支化大分子的分形特征与分维 这里我们

将讨论网状大分子的分形性质 由于网状大分子一般都是凝胶 其形成

和结构与渗流很相似 所以 可以比较方便地借助渗流的理论和方法来

研究凝胶的特性 事实上 传统的弗洛里—斯托克迈那理论 简称 FS 理

论 是物理化学中描写溶胶— 凝胶转变以及伴随发生的分子大小分布的

标准理论 其基本假设是 凝胶化可以用分支过程来模拟 FS理论

本质上是树枝状聚合的理论 它等价于贝塞尔点阵上的渗流问题的严格

解

经典的 FS理论可以看成是三维凝胶化的一个重要的一级近似 它的

假设是不存在封闭的环 这个假设一方面使理论可以严格求解 另一方



面也限制了理论的真实性和对实验的应用范围 不存在封闭的回路或闭

合键环 在聚合反映的初期也许能够满足 但在后期阶段必然出现问题

因为凝胶巨型分子本身就是有大量环的网络结构 因此 经典理论中的

这种 树状假定 很难符合凝胶点附近或其后的聚合过程 此外 点渗

流模型也有自身的缺陷 因为它实际上是一种没有溶剂的凝胶化模型

考虑了溶剂分子的更为真实的模型应为 点一键渗流模型 它是常规

渗流模型的一种推广 但其临界指数和通常渗流的相同

5.7.1  5.7.1  5.7.1  5.7.1  凝胶的标度凝胶的标度凝胶的标度凝胶的标度 分形分形分形分形 性质性质性质性质

凝胶的出现 标志着分形的诞生 因此标度不变性也随之而至 当

我们用分形理论的观点来考察凝胶及凝胶化的性质时 就会发现一些我

们过去不曾知道的新规律

1 凝胶点以下的大集团

所谓 大集团 是指尚未形成 渗流的无限集团 定量地表述即

对应于渗流概率 P略小于临界值 PC的情况 设这时集团的重均聚合度为

NW 当 P =│P-PC│ 趋于零时 Nw趋于无穷大 因此

Nw P-r 5.7—1

在三维空间中 r=1.8 式 5.7—1 具有普适性 与点阵的性质及单体

的形态细节无关 其正确性已用光散射实验进行了验证

另一个问题是集团分子量的分布 设 Cn为单体在集团 由几个单体

组成 中的浓度 有如下归一化性质

C C

nC CN

n
n

n W
n

=

=

=

∞

=

∞

∑

∑
1

1

如果体系正好处于临界点 P=Pc 上 则 Cn为

Cn a-3n-[ r+2 / r+ ] 5.7—2

式中 a为链节的大小 这里 是另一个特征指数 =0.39 因此 在

临界点时重均分布以 n-1.2形式下降

如果 P稍低于临界值 Pc 则分布关系要改变 主要是引入聚合度截

止值

Ne P-r- P-2.1 5.7—3

实际上 许多物理测试中所得到的就是这个截止值 而不是 NW  在研

究一个集团的平均尺寸时 我们必须谨慎地定义其大小 因为含有 N 个

链节集团的大小 R n 与 N 有如下幂次律关系

R n anv/y+ 5.7—4
这里 v 也为一指数 v=0.85 截止值 n=Ne 时的尺寸称为关联长度

P 标度关系为

P =R Ne =a P -v 5.7—5

可见 R n 和 P 分别随 n和 P而变化

2 稍高于阈值 Pc时的凝胶性质



令 P=Pc P P O但 P很小 这时我们面临的是一个无限集

团和某些有限集团之和的总体系 基本性质如下

a.凝胶分数 S 属于无限集团的单体的分数 随 P迅速增长

S P 5.7—6

这里的 =0.39

b.凝胶的弹性模量 E随 P缓慢增加

E P t 5.7—7
当 d 3时 t的值在 1.7 1.9左右

为什么 t 远大于 呢 原因在于无限集团中的悬挂链 它们对凝胶

分数有贡献 但对弹性模量无贡献 这个问题已被许多高分子学家所注

意并进行了许多讨论 从渗流模型导出的标度律与经典的树近似法差异

很大 实验表明 渗流模型能更好地模拟凝胶的性质 而树近似法则偏

离实验结果较远

从上一节的讨论我们知道 当维数大于 4时 线性链变成了理想链

有趣的是 在支化链中也有类似的性质 不过 由于支化链比线性链稠

密 要 开放 到理想链的程度 则需要更高的维数 根据金斯堡处理

相变的思想和近年来对溶胶——凝胶转变的研究 当 d 6时凝胶在临界点

附近的涨落不严重 树近似法有效 这说明临界维数 dc 6 低于此维数

时 树近似法失效 实际上 我们生活的空间维数 d 3 远小于 dc
因此树近似法在实际应用中很不理想

5.7.2  5.7.2  5.7.2  5.7.2  凝胶集团的分维凝胶集团的分维凝胶集团的分维凝胶集团的分维

凝胶网络具有自相似性 许多人用不同的方法计算过它们的分维

1983年 费米利 F. Family 用计算机模拟法研究了不同自由基浓度 Ci
时 凝胶点上无限凝胶集团的自相似性和分维 他发现在二维点阵上凝

胶的分维 Df与浓度 Ci有关 在高浓度极限时 Df与渗流集团的分维值 Df
1.89 接近 实验表明 在主要浓度区间 凝胶集团相似于渗流

1984 年英国剑桥大学的庞德 R.B.Panday 根据弗洛里方法研究了

支化大分子的不可逆动力学凝胶化 求得了凝胶集团分维的一个近似公

式

Df d 4x—d 4x / 4x d十 2 4x d 0

5.7—8
式中 x为单体数指数 若 N为凝胶点时凝胶网络的单体数 它们也是 t

时刻后随机行走者访问的格点数 则 N tx d 1 时 x 1/2 Df 1

d 3 时 x 1 Df 2.3 式 5.7—8 是一个近似公式 因为没有考虑

凝胶体系中各部分之间的关联作用 此外 它也无法精确计算 d 2时的

分维

在 d 2的欧氏空间中 情况很复杂 因为在 t时刻的单体数有对数

依赖关系性

N t/lnt d 2 5.7—9
经过分析计算知 此时的分维 Df 2 一 是一个改正量

大约在 0.2 0.4之间 但还不能给出其精确计算值



在近似分析的基础上 还可以给出凝胶网络的定性图象 图 5.18

网络由强烈相互渗透的 珠子 链段 圈 构成

图 5.18凝胶网络示意图

每个 珠子 内部有强烈的排斥作用 因此 珠子 内网络的密度较

小 在 珠子 相交处密度很大 与 DLA集团对照 DLA对扩散剂是 拒

绝的 而凝胶集团对扩散剂是 放行的 因此 凝胶网络中可以存

在小分子 溶剂 本身可以发生溶胀 这对生命体有重要意义

如前所述 支化链成为理想链的临界维数 dc 6 那么当 d 4 5时

会出现什么情况呢 简 N.Jan 等人用大晶包蒙特卡罗位置空间重正化

群求出了高维 d 4 5 6 渗流系统的分维和渗流指数 例如 d 4

时 Df 3.12 0.02 v 0.64 0.02 d 5 时 Df 3.69 v 0.51

0.05 d 6时 Df 4 v 0.5



第六章第六章第六章第六章        生物体的分形特征生物体的分形特征生物体的分形特征生物体的分形特征

生物体内部各层次之间存在什么关系 说得具体一些 就是生物大

分子 细胞 组织 器官和整体之间存在什么关系 这些关系对生物体

的生物化学组织 生理 病理和形态等有什么影响 这些关系对农业

林业 医药卫生和临床诊断有何指导意义 以上这些问题正是生物体的

分形理论——分形生物学所要回答的问题

生物体的分形现象表现在不同的层次和不同的方面 其中 核心的

概念是 生物分形元 简称 BFU 简单地说 生物分形元就是生物体

上具有分形特性的相对独立的部分 相对独立部分是指在结构和功能上

有相对的内部完整性 并与其周围的部分有着相对明确的边界的局部

例如 一根树枝 一粒玉米 一个土豆 或水母的一片横纹肌 都是 BFU

细胞是 典型的 BFU 这里需要强调指出的是 生物体上相对独立的部分

不一定都是生物分形元 生物分形元必须有分形特性 它包含着生物整

体的基本信息和功能 在一定程度上是整体的缩影

6.1  6.1  6.1  6.1  分形植物分形植物分形植物分形植物

6.1.1  6.1.1  6.1.1  6.1.1  植物的分岔构造与分维植物的分岔构造与分维植物的分岔构造与分维植物的分岔构造与分维

只要亲眼观察一下大自然的植物 就可以发现 自然界的大多数树

木和花草的分岔构造都具有分形性质 照一张树木的照片 然后把照片

分割成正方形的方框 计算含树枝的方框的数目 改变方框的大小再重

复这一过程 把边长为 r的方框内的树枝的数目 N r 和 r 在双对数坐

标系下作图 如果在一定的尺度范围内 其点的分布靠近一直线段 则

所考察的树木具有统计自相似的分形特征 其直线段的斜率就是所求的

分维 在文献[1]中 郝柏林院士列举了一幅郝灯在曲阜孔庙中仰视拍摄

的一株古柏树分叉的照片 估计分数维在 1.67左右 研究结果证明 任

何植物都是近似的分形体 例如 美国长春藤分维值大约为 1.28 车轮

藤 蔷薇科的矮树 的分维值近似为 1.79 其它植物的分维值介于 1.28

和 1.79之间 树木的平均分维约为 1.5左右 换句话说 树枝是分维数

大约为 1.5的分形体

6.1.2  6.1.2  6.1.2  6.1.2  分形植物的计算机模拟分形植物的计算机模拟分形植物的计算机模拟分形植物的计算机模拟

生物体的分形性为计算机在生物构造 组成研究中提供了可能性

细胞自动机数学模型的提出 旨在模拟生物系统中的某些自组织现象

1983年 沃尔夫兰 S.Wolfram 指出 植物的生长是由 简单的组元构

成的 计算机可以从生物的遗传密码开始 跟踪其发育的每一步 去模

拟多样化的生物组织形式 事实上 只要看看植物的计算机仿真结果

就不难理解植物的分形构造了 目前已有运用计算机模拟各种各样的树

等植物的算法与例子 早和 典型的例子大概是巴昂斯勒

M.E.Barnsley 等[49]用计算机模拟生成的分形树 羊齿叶 一种蕨

类植物 等 尤金斯 H.J ens 等[58]用一台虚构的多级缩小图象



复制机说明了其生成机制 只要进行一些细小的重新构形就能产生一些

完全不同的极限图象 一株分形树或一种叶状分形 这种极限图形取决

于一定的缩小和位移规则 这些规则就是平面上的一组仿射线性压缩变

换 它们把直线仍变为直线 只改变其位置 长度和方向并可由一组变

换函数 f1 f2 fn 加以描述 对羊齿叶来说 每次变换使原来的

图象缩小四次并移位四次 其中有一种缩小变换可完成一次特别迅速的

缩小 使该图象挤压成一条垂线 这条垂线便形成主干

如果人们从一个矩形出发 那么每迭代一次 矩形的数目要增加四

倍 经过 m 次变换后总数将达到 4m 经四次迭代以后初始图形 矩形

仍可以很清楚地加以识别 为了使这些矩形变得足够小以便其极限图象

羊齿叶 能够显现出来 必须完成大约 50次迭代运算因而需要计算并

绘出 450个炬形 这项工作将超出现有的任何一种计算机的能力 为了解

决这一困难 巴昂斯勒和德门科 S.Demko 提出了一种称之为混饨对策

的算法 其大致思想是 在平面上任意选择一个点作为初始点 然后投

掷一个四面体骰子 该四面体骰子的每一面均与产生羊齿叶图形的四项

变换中的每一次变换相对应 滚动这个骰子即可任意地从这些变换函数

f1 f2 f3 f4 中取出一个函数 然后用它来对标记点进行变换 使

其移动到该平面的一个新点上 再投掷一次骰子又选择出另一个变换函

数 将它用来对先前所获得的新点再作变换 以此类推 连续投掷这个

四面体骰子所产生的这些点不久就固定下来并且密密麻麻地填满该极限

图象 但是 如果用这种方法进行模拟 为了获得极限图象 可能要花

极长的时间 其原因在于 投掷骰子时为每一个函数 fi i 1 2 3 4

提供了相等的概率 如果给每一个 fi都规定一个概率 Pi 以概率 pi使 fi
出现于混沌对策中 以便使某些 fi比另一些 fi具有更大的可能 那么就

能更快地获得极限图象 给缩小倍数 大的一些函数赋予 大的概率

就能 快地形成一幅图象 因为这种变换使得混沌对策以相同的频率命

中极限图象的每一点 所以该图象的各部分均同样迅速地填满 其结果

如图 6.1 所示

由此可见这类植物的自相似性 显然 下面两片叶子的形态与整个

图象相似 当下方叶子去掉时所剩下的蕨类植物上面部分亦是如此 用

同样的方法可以产生典型的分形树

如果使用六个线性仿射压缩变换 用同样的方法可以得到自然界的

青草的模拟结果 它是六个仿射压缩变换的不变集 即极限图象 如

图 6.2所示

图 6.1 分形植物 羊齿叶 及其生成过程

a 初始矩形 b d 第一至第三次迭代结果

e 羊齿叶——迭代的极限图形

自然界多姿多彩的植物深深地吸引着许许多多的数学家和计算机科

学家 他们通过分形理论提供的数学规则对自然界的花 草 树 叶等

植物的造型和生长进行计算机模拟 近年来 齐东旭教授及其学生们在

分形图象及其计算机生成方面获得了丰富的研究成果 他的研究生王方

石运用 L 系统的理论框架和植物形态及构造上的自相似性模拟了二维

三维空间中的树和花束 与自然界的真实形态十分相似 几可达到以假



乱真的程度[59]

L 系统是美国生物学家林登迈耶 A.Lindenmayer 针对植物的进化

和造型提出的数学理论 计算机科学家们把 L 系统引入到计算机图形学

中 为计算机模拟自然界的真实植物提供了有力的工具 实际上 L系统

的基本思想就是迭代或递归 粗略地说来 它由两个系统联合生成 一

个是代数系统 在一个由有限个不同符号组成的集合上生成一族符号序

列 这族符号序列是根据一组 改写 规则或产生式依次替换一个简单

的初始物的每一部分而得到的 例如

图 6.2  用计算机模拟的青草它是六个线性

仿射压缩变换的极限图象

ab 初始物

P1 a ab 产生式 1

P2 b C 产生式 2

根据产生式去替换初始字符串中的每个字符 并把这一过程迭代下去

就得到一个符号序列

ab aba abaab abaababa

第二个系统相当于一个几何系统 因为 L 系统中的公理和产生式均是由

符号序列描述的 要把 L 系统和图形联系起来 就要给 L 系统中的每个

字母一个特定的图形含义 也就是给 L 一系统以图形说明 例如龟形说

明 一个三元素集合 x y a 的称为一个龟形 其中 x y 是笛卡

尔坐标 表示龟形的位置 a是方向角 表示龟形的方向 设角增量为

步长为 d 龟形对应下列命令

F d 向前移一步 步长为 d 龟形状态变为 x y a

其中 x x dcosa y y dsina 在点 x y 和 x y 之

间画一直线段

十 向左转 龟形的下一状态为 x y a 角的正

向为逆时针方向一 向右转 龟形的下一状态为 x y a—
给定一个字符串 符号序列 V 龟形的初始状态 x0 y0 a 以及

固定参数 d和 V的龟形说明就是由与 V相应的龟形画出的图形 这个

过程实际上就是把第一步得到的符号序列嵌入到二维或三维欧氏空间之

中 其中每个符号对应一个向量 然后按照符号在序列中的顺序首尾相

接 得到空间中的两个图形 一个是初始图形如正方形 三角形 折线

等 例如 著名的科契雪花曲线的初始图形为一正三角形 而树木花草

的初始图形由折线组合而成 另一个是生成元 它是由 N 个边长均为 r

的开的有向折线组成的 因此 构造的每个阶段都从折线开始 用生成

元代替每个直线段 压缩生成元 并把它们放在与原来直线段有相同端

点的位置上 它和代数系统的迭代过程相对应 因此极限图形 或迭代

的不变集 就是所要的模拟结果 例如

22.5

F 20

P F d F d/2 F d/2 [ F d/2

F d/2 F d/2 ] [ F d/2

F d/2 F d/2 ]



用上述 L系统模拟的雾冰藜植株如图 6.3所示

图 6.3  用 L系统模拟的雾冰藜植株 该图选自常

杰等 植物形态的分形重构 一文 出处同文献[59]

把二维龟形命令扩展到三维空间上 还可以模拟出三维的树和花

束 如图 6.4和 6.5所示

图 6.4  计算机模拟的三维空间中的树 选自文献[59]

植物的计算机模拟的逼真性充分说明了植物在构造形态上

图 6.5计算机模拟的三维空间中的花束

的某种规则性及其组织上的艺术性

6.1.3  6.1.3  6.1.3  6.1.3  植物叶序的分形性质植物叶序的分形性质植物叶序的分形性质植物叶序的分形性质

在自然界中 不难看到植物叶的左右对称 花的旋转对称 松果上

鳞片的螺旋排列 这些都可归结为叶序问题 所谓叶序 简单地说就是

植物的叶 花 果实上的鳞片的排列顺序 表面看来 排列似乎是随机

的 但是在这杂乱的表面现象中却隐藏着数学常量[60] 向日葵是叶序

现象的一个理想的例子 其中的数学奥妙就隐匿在花盘上那一朵朵小花

所展示出的螺旋形模式之中 当小花枯萎脱落以后 葵花籽组成两族螺

线沿两个方向卷绕 更令人惊奇的是 每一族螺线的数目几乎都是 13

21 34 55   89和 144 等数目中的一个 据报道 一百多年以前 曾

在英国牛津观察到一个直径为 56cm 的巨大葵花盘 具有 144/233 条螺

线 植物学家通常称这种螺线为斜列线 人们观察到 球果也具有这种

结构 其斜列线数目是 2 3 5 8   13等 菠萝表面的鳞片为六边形

因而一般有三族螺线 人们通过长期的观察发现 其数目也是 5 8 13

21 和 34 具体数目取决于果实的大小 一般地 观察植物的顶端或者它

的横断面 可以看到由叶原基 未来的叶或鳞片 形成的两族螺线 称

为靠接或明显斜列线 一族由左向上 而另一族却由右向上盘旋 任

取一个叶枝做下列实验 用一条细线系在靠近基部的一片叶子的叶柄

上 沿着 短的路径一片一片地向上缠 直到一片看上去恰好是在开始

叶片的正上方为止 在大多数情况下 绕茎圈数与所遇到过的叶片数之

比 不包括第一片叶 是下列分数序列中的一个

1/2 1/3 2/5 3/8 5/13

它的分子和分母都是裴波那契数列中的项 一般说来 叶序现象有以下

特征 1 两族斜列线的数目 n和 m几乎全部是裴波那契数列 1 1 2

3 8 13 21 的相邻两项 2 两个相继出现的叶原基

之间的夹角为 л 这里2 2 137.51 1 / 2 1.618ϕ ϕ 5
这个序列为什么会出现在所观察到的两族螺线上 这就是叶序问题

叶序现象在植物形态发生中具有重要地位 著名生物数学家罗森

R.Rosen 认为 认识叶序很有可能找到解开生命世界中形态模式的产

生这一千古之迷的钥匙 [60] 植物学家科勒 E.J.H.Corner 说 我

们必须研究叶序 叶序是植物学中的一怪 如此简单 却又那么深奥费



解 著名生物数学家杰恩 R.V.Jean 教授在其叶序研究的划时代著

作[60]中对一百余年来关于叶序研究的成果进行了仔细的归纳 总结与

评价并提出了自己的整体的 系统的观点

我们认为 叶序现象中的很多问题与分形有关 现在我们对这些问

题作一些初步的探讨 这仅仅是一些尝试 当准晶体发现以后 准晶体

研究者们在雏菊上观察到过渡带的准晶体性质 在这个过渡带观察到叶

序从一对裴波那契数到下一对数的升级 由此准晶体术语也渗透到叶序

研究领域 由上一章的讨论知道 准晶体的结构具有分形特征 因此就

不难理解叶序现象中的分形特征了 事实上 叶序中涉及的裴波那契数

列可以通过正五边形和五角星的嵌套表示出来 而这种互相嵌套的结构

具有自相似性 另一方面 裴波那契数列又可以通过螺旋线表示出来

众所周知 螺旋线是分形曲线 它的分形特征可以用布利于维数表征

6

如前节所述 生物体的某些构造存在着明显的自相似性并显露于外

表 生物大分子如 DNA 蛋白质等是螺旋结构 在细胞层次上 细胞微管

呈螺旋状 凡由微管组成的纤毛 中心体以及植物输导组织中的导管

管胞也是螺旋状 在生物体的外表 如植物的萝 藤等都是螺旋形的

因而 叶序呈螺旋线排列是生物分形外显性的结果

6.1.4  6.1.4  6.1.4  6.1.4  植物的分形外显性植物的分形外显性植物的分形外显性植物的分形外显性

过去的生物学忽略了两个重要问题 其一是注重生物整体和细胞以

下宏观和微观乃至超微层次结构的研究 而忽略了介子生物整体与细胞

之间的中观层次 生物分形元 的研究 其二是在研究生物体的个体发

育时 重视细胞分化的问题而忽略了细胞所具有的在亲体本体上向着新

整体自主发育的过程 例如 白菜在自然储存条件下 在其基部常常长

出小植株 春天 冬珊瑚的老枝上长出新芽 每一嫩绿的幼芽实际上可

以看成一个小植株 阳台上种植的某些花草 摘下一片叶来插在花盆里

不久又会长出一株新的花草 等等 对这样一些司空见惯的现象 传统

的生物学无法给出解释 这些现象正是生物体具有分形性质的结果 分

形生物学指出 生物体体细胞的全能性不一定要在离体培养的条件下 即

在人工配制的培养基上 或在核移植时才能得到体现 生物体体细胞的

全能性在个体本体上 在自然条件下也有所表现 正是由于体细胞在生

物体本体这样的 天然培养基 上的自主发育 才使得生物分形元体现

出是整体缩影这样的自相似性质 植物的生物分形元发育成新整体的外

在显现 称为分形外显性 植物的分形外显性有丰富的实例 例如 人

工分株 扦插 压条等繁殖新整株的方法 就是植物分形外显性的 常

见的应用实例 这些方法可以使分形元与主体发生隔离 从而摆脱整体

对分形元的抑制作用 使分形元打开 基因锁 沿着自己的发育道路

继续发育下去 终成为一株完整的新植株

柑桔 桃树的嫁接 是以天然的异体为培养基的 组织培养 使

接穗或芽这样的分形元发育成为一株新的植株 只不过新植株没有自己

的根系 由贴木的根系所代替 然而 自然界中 普遍 一般的分形外

显性的表现形式是以天然的亲体本体为培养基的组织 培养 分形生



物学所强调和揭示的主要是这种分形外显性 生物分形元在亲体本体

上 可以有不同程度的发育水平 有时分形元甚至成为小植株 例如

草毒可以借匍匐基繁殖 每一个小植株都是一个高度发育的分形元 分

形元之间以匍匐基相连 此外 幌菊 鹿蹄草 鞭打绣球等植物也有类

似特征 可见 人工培养基中的组织培养仅是一种特殊情况

6.1.5  6.1.5  6.1.5  6.1.5  植物分形的广义证据植物分形的广义证据植物分形的广义证据植物分形的广义证据

植物的分形性质不仅仅是上面所说的外显性 同时还表现在生物化

学 生理学 遗传学 形态学和病理学等方面 把生物体的部分与整体

的映射部位的性质相似称为对应相似关系 如图 6.6 所示 其中有四个

相互嵌套的不规则多边形 h i j k在形态上彼此相似 相当于发育程

度不同的生物分形元 Ah Ai Aj Ak之间 Bh Bi Bi Bk之间 Ch

Ci Cj Ck 之间 称为映射部位或对应部位 它们在生物学特征上相似

程度较大 但是 这种相似性是统计意义上的 尽管如此 它在生物学

上仍具有重要的实际意义

上述生物分形原理揭示了相关部位在整体及各个分形元上有序的分

形分布规律 指出了这种相关性的广泛意义如生化 生理 病理和遗传

等生物学特性上的相关性 下面根据张颖清等人[61]和李后强等人[11]

的研究工作 简要介绍几例

1 生物化学

由生物分形原理可知 生物分形元在不同程度上是整体的再现 因

此 分形元上某一部位 如图 6.6中的 Ai 的生物化学组成与整体的映

射部位 图 6.6中的 Ak  的生物化学组成的相似程度比非映射部位 图

6.6中的 Ck 大 这种对应相似关系在植物中尤其突出 植物的枝 叶

果 花 茎 根等 都是生物分形元 高粱中氰酸的含量分布显示出这

种对应关系 全株上部的叶中氰酸含量较高 下部的叶中氰酸含量较低

在一叶中 也是上部氰酸含量较高 下部氰酸含量较低 叶下部的鞘中

氰酸的含量 低 高粱主茎上部的节间氰酸含量较高 从主茎上部的节

衍生出来的叶的氰酸含量在总体上又比主茎下部的节衍生出来的叶的氰

酸含量高

图 6.6  对应相似示意图

生物分形原理对药用植物的药用部位的选择具有重要的指导意义

并对传统的选择提出了质疑 例如 自古以来人参被药用其根 根中主

要成分是人参皂甙 它几乎具有人参根的全部生理活性 但是 实验证

实 在人参的其它器官如花 果 叶和茎中 均有和根相同的人参皂甙

而且含量比根还高 事实上 整个人参植株中 各器官内人参皂甙的含

量从大到小依次是花 果 茎 叶和根 研究表明 三七的根不仅含有

和人参相同的皂甙 而且花 果 叶和茎中的皂甙含量也大于根 因此

花 果 叶和茎具有不可忽视的药用价值 这是生物分形性质给我们提

供的宝贵启示 根据生物分形原理 可以找到药用植物有效成分含量

高的部位 扩大药用选择范围

2 生理学



对应相似关系在植物生理学上也有明显表现 例如 棉花落蕾铃率

在全株是从上部向下递减的 水稻的开花次序在全株是 上部的枝梗先

开花 下部的 后开花 在一个小穗上也是 上部的先开花 下部

的 后开 棉花开花的时间顺序则与水稻相反 在整体是 下部的花先

开 上部的花 后开 而在一技上 也显示了相同的开花顺序 下

部的 先开 上部的 后开 但是 植物生理上的分形受外界环境和

人工刺激的影响较大 有时并不完全遵从对应相似关系

3 遗传学

在同一多细胞生物体内 虽然不同部位的细胞有相同的一套基因

但不同部位细胞内的基因活性是有差异的 当取用有高活性基因的细胞

群或组织 如种子 芽 外植体等 来繁殖后代时 与其它部位相比

它在发育和活化程度上都处于优势 因而会产生优良的遗传效果 这种

遗传性状如果是人类所希望的 则称为希望性状 研究表明 这种性状

也符合生物分形的原理 并称为遗传分形性 它在作物的定域选种方面

具有重要的指导作用 例如 玉米在全株是中下部结籽粒 根据分形原

理 一个整穗的中下部对应于整株的结籽区 用玉米穗轴的中下部的籽

粒作种 比用其它部位的籽粒作种产量高 据张颖清实验 穗轴中下部

的籽粒作种比上部籽粒作种可增产 35.47 高粱的果穗是高粱全株的缩

影 高粱上部籽粒早熟 饱满 对于结实形状具有较强的遗传优势 因

此 用上部籽粒作种比用中下部籽粒作种能获得较高产量 遗传分形性

的应用范围很广 除定域选种外 还有定域选外植体和定域选插条 定

域选芽等

4 形态学

如前所述 生物体自身的分形性能显示于外表 如植物的枝 叶

果等是相对独立的部分 与植株整体有一定程度的相似性 叶或果的上

中 下部分别对应着枝的上 中 下部或植株整体的上 中 下部 如

全枝或全株的叶生于枝顶或株顶 植株的枝下部或植株整体下部无叶或

少叶 则相应地叶的上部有较多的叶物质 使叶的外部形态表现为上部

较宽 下部较窄的倒卵形 倒披针形 倒三角形等 这类植物有菱叶海

桐 玉兰 美艳杜鹃 榄仁树 海南紫荆木等 如果叶在全株上部较少

或较小 则叶的形态为卵形 披针形或心形等 这类植物有甘青虎尔草

千花葵 扶桑 彩叶草等 果也是一个生物分形元 如花在植株上部

而果主要结于株顶或枝顶 则果物质在果上端分布也较多 果的形状为

倒卵形 如无花果 鸭梨 番木瓜等 相反 如果果主要结于枝的中部

在枝上部急减 则果物质在一个果上端也要急减 从而果顶端成为尖嘴

形 例如桃 微生物的形态也表现出明显的分形特征 例如 木霉属的

主干为三分枝 从主干上生出的初生小梗为三分枝 从初生小梗上生出

的次生小梗仍为三分枝 在链毛包属 真菌的营养菌丝上 也可发现类

似的分形现象

6.2  6.2  6.2  6.2  动物的分形特征动物的分形特征动物的分形特征动物的分形特征

6.2.1  6.2.1  6.2.1  6.2.1  动物的分形外显性动物的分形外显性动物的分形外显性动物的分形外显性



在许多动物中也存在着分形外显性 从 低等的原生动物门到 高

等的脊锥动物门都可以看到 在原生动物中 可以由独立性较强的分形

元组成群体性个体 某些群体鞭毛虫 其中个别未分化细胞能够发育成

新的群体性整体 海绵动物的大多数类型是群体性动物 从群体内分离

出的分形元都可以继续发育成一个新的群体性整体 淡水水螅在出芽生

殖时在母体上由体细胞发育形成的每一个幼年水螅个体就是一个明显的

分形元 从形态上 这种分形元已经可以看成是一个小个体了 在扁形

动物门 涡虫通过横裂的方式进行分裂 新个体在还没有与母体分开时

就可以看成是一个高度发育的分形元了 在环节动物 每一体节都是一

个自主的生殖 排泄单位 分形元 有时可以在某些裂虫科动物的侧

面观察到出芽生殖现象 结果形成有趣的多体丛 在这里分形外显性是

直观可见的

动物的某些构造在不同层次上存在着明显的自相似性并显露于外

表 DNA 蛋白质等生物大分子呈螺旋结构 在细胞层次上 某些细胞器

呈螺旋状 在动物的外表 如蜗牛的螺壳 反刍动物的角 人的指纹

流感病毒 腮腺炎病毒等等也是呈螺旋形的 螺旋是圆的连续形态 细

胞具有近似于圆球的多面体结构 生物体是多层次圆形结构的复合体

人与动物的卵 胚胎 血管 五官 躯干等都是趋圆结构 在病变中

各种脓肿 丘疹 斑癣 鸡眼等 反映了病理的圆形损伤

6.2.2  6.2.2  6.2.2  6.2.2  人体生理结构中的分形人体生理结构中的分形人体生理结构中的分形人体生理结构中的分形[62[62[62[62 23]23]23]23]

肺从气管尖端成倍地反复分叉 使末端的表面积变得非常大 据研

究 典型的人肺表面展开后比网球场还大 动物吸收氧气的本领大致比

例于肺的表面积 作为生理需要 呼吸系统必须把 大可能的表面积装

进 小的空间 因而肺就不得不设计得像谢尔品斯基海绵那样 折叠嵌

套并充满孔洞 因而就不得不成为分形

支气管分支的标准 指数式 模型预言气管的平均半径呈指数式衰

减 但这一描述在精细结构处失效 经典标度模型所预测的特征长度也

未被发现 按照分形模型 则不需要一个特征长度标度 而只要求一个

标度长度分布 并且每个标度长度具有不同的概率 平均半径的衰减应

当遵从幂定律而不是指数式衰减

支气管的分形描述与数据相符并揭示了其分层次的多变化结构特

征 用一个重正化函数 F z F bz /a 作为支气管结构第 z 个层次

的半径 则参数 b 表征了对半径变化有贡献的标度区间的测度 而 a 表

示某个特征标度的权重 与经典的单个标度不同的是 分形模型是由一

个序列的多个标度构成的 每个标度具有一个小于其近邻的参数 b 而与

参数 bn相应的权重系数为 1/an 从而第 n个层次的平均半径为

r z A z z D 6.3-1

式中 D 是一个与支气管半径变化有关的分形维数 A z 是一个周期函

数 研究发现 人肺的分维大约为 2.17 因此 这一模型预示了平均支

气管半径的分层次减小遵从一个周期变量调制的幂律 如图 6.7所示

上述分形模型反映了肺部支气管构造的某些特征 一个特定的生理

程序加上内在的随机作用构成了一个分层次的复合体 同样的规律在狗



和鼠的肺部结构中也被观察到

图 6.7  肺部支气管的分形模型

血管分支再分支的结构是一种分形 心脏血管如图 6.8 所示 由此

可见大血管分叉成小血管 小血管分叉成更小的血管 显示出精细的分

形结构 假定直径为 d的血管在直径为 d1 和 d2的血管上分叉 则

dr d1
r十 d2

r 6.2 2

实际上 血管大致在第 8层到 30层上分叉时 r为一定值 即 r 2.7 人

们还发现蝙蝠翅膀的血管直径分布满足 N D 其中 为血管直

径 N 为直径大于 的血管数 实验测得 D 2.3 可见 血管在各

种意义上都具有分形性质 之所以具有这种结构 原因可能在于血管要

把溶于血液中的氧输送到全身各个角落的细胞中 体内血液是昂贵的

空间也必须珍惜 循环系统只得在有限的体积中形成分形分布 研究表

明 在多数组织中 永远没有一个细胞与血管的距离超过 3—4 个细胞之

远 但血管和血液只占用了不超过人体 5 的空间

图 6.8心脏血管的分形模型

下图是上图中部一个小方框内血管的放大

理论生物学家们发现 分形组织控制着贯穿全身的结构 除肺和血

管外 动物体中还有不少组织和器官具有分形结构 消化道里 组织表

现出波纹夹着波纹 泌尿系统是分形系统 肝脏里的胆管也是 心脏中

输送电流脉冲到收缩肌肉的特殊纤维也是 还有神经网络 肾脏 大脑

等 人脑表面有各种不同大小的皱纹 它们是分维在 2.73 2.79之间的

分形表面 图 6.9 是控制心跳的神经网络图 在心脏外表面布满了分叉

的血管 而在心室内 心肌纤维 联结各瓣膜的组织均成分叉状 因而

可用分形模型描述

6.2.3  6.2.3  6.2.3  6.2.3  生理结构中的分形时间生理结构中的分形时间生理结构中的分形时间生理结构中的分形时间

人体内的分形结构产生于胚胎发育与进化的缓慢动态过程 这些过

程和产生分形的其它过程一样都展示出一种确定性混沌 因此对于它们

的正确描述需要动力学模型 这种模型将回答生理形态的发生过程是否

基于自相似原理 研究表明 健康人的心率即使在静止状态下也有很大

的波动 心率的时间序列曲线显示出凸凹不平 不规则的形状 看起来

似乎是完全随机的 但是 如果按几个不同的时间长度绘出这种变化图

则可看出心率数据中存在一定的规律性 如果观察几个小时的时间序列

图 那么就会发现一些较快的波动其范围和顺序看起来和更长时间范围

的时间序列图相似 如果考察几十分钟或者几分钟 可以发现一些更快

的波动 它也同样类似于较长时间内的时间序列图 就是说 不同时间

范围内的心率波动显示出自相似性 如图 6.10所示

美国哈佛医学院哥德伯格 A.L.Goldberger 等进一步在频率域和

相空间考虑心率变化的特性 发现了如下结果 心脏停跳前 13小时观察

的心率其时间波形波动较小 频率变化也较平坦 相空间中的吸引子为

不动点 说明心率是近似恒定的 心脏猝死 8 天前的心率 其时间波形



呈周期性变化 频率

图 6.9心脏的分形模型 a 分形神经网络

b 血管网络 c 心房

图 6.  10人的心率 每分钟跳动次数 变化的自相似性

谱有一个明显的尖峰 相空间轨道的吸引子表现为噪声极限环 表明了

心率的高度周期性 而健康的心率的时间波形看起来像噪声似的 具有

连续型频率谱和宽峰 相空间中的轨道收敛到奇怪吸引子上 表现出分

形特征 于是他们断言 体内功能的混沌标志着健康 而周期性行为却

可能预示着疾病 对其他生理过程如神经元的电活动 神经网络几何结

构与心电图间关系的分析表明 调制不同复杂生理系统随时间变化的过

程受制于一个自相似的分形标度律

6.3  生物大分子的分形特征

在前面两节 我们主要从宏观和中观层次上讨论了生物体的分形构

造 现在我们再深入到微观和超微层次来说明生物体构造的分形艺术

6.3.1  DNA6.3.1  DNA6.3.1  DNA6.3.1  DNA 复制的分形性质复制的分形性质复制的分形性质复制的分形性质

DNA的复制过程符合通向混沌的倍周期规律

N 2n   n 0 1 2

其中 N是在某复制阶段 n时的 DNA数目 n是复制级数或分叉级数 复制

过程形成的分叉树在直线上的投影是一个典型的康托集 其分维 Df
0.631

从信息和功能分形的观点来看 DNA是一个分形体 内部包含着不同

层次的 DNA 复制仅是信息和功能分形的显现 相当于把一个具有无

穷层次的 DNA 分形体进行 分解 或 放大 信息分形的含义是体系

的局部包含着整体的主要信息 而功能分形意味着体系的一个相对独立

部分的功能与整体的功能基本相似 DNA复制形成的分形树 具有良好的

自相似性 从其中任取一独立的小枝来观察 其形态和功能都与整体相

似 因此 DNA的复制是生物体分形的基本原因

基因是 DNA分子长链中的一个片段 包括许多对核苷酸 研究表明

在一个基因区段里 还可划分出若干个亚单位 而亚单位也有一定程度

的独立性 从功能和信息的角度来看 DNA 基因和亚单位之间存在着许

多的共性 基本组成并不复杂的 DNA 却能显现复杂的性质 这正是分形

体的奇特之处和具有诱惑力的地方

细胞也有和 DNA 相似的复制特性 无论是有丝分裂还是减数分裂

初都是 一分为二 的 由此而形成分叉树 细胞的这种分裂 为生

物体的分形提供了条件和保障 使得 DNA 复制上升到高一级层次并向整

体过渡 这里 细胞的全能性起着重要作用 所谓细胞的全能性是指单

个分化细胞在适宜的条件下表达全部遗传信息并发育成为完好无缺和充

分分化的有机体的能力 自从 1958年用胡萝卜的单个体细胞和小细胞团



在离体组织培养时获得新植株以来 迄今已有二百多种植物在组织培养

中诱导分化成植株 动物细胞的全能性研究也取得了一些可喜的成就

人类的一个受精卵在母体乃至试管中可以发育成一个完整的人 将青蛙

肠上的皮细胞移植到去核的受精卵中发育成了正常的青蛙 从水母的伞

上只取小片横纹肌 无其它组织的细胞混入 在 22 下进行离体培养

7旧后形成垂管一水母的性与摄食器官 从横纹肌再生出来的垂管 几乎

含有构成水母的所有类型的细胞 而且各类细胞的排列井然有序 这说

明横纹肌细胞具有和受精卵细胞差不多的发育能力 因此 从分形的定

义来看 细胞的全能性就是分形性 生物体是由细胞这种分形元构成的

分形体

6.3.2  6.3.2  6.3.2  6.3.2  蛋白质与核酸的分形结构与分维蛋白质与核酸的分形结构与分维蛋白质与核酸的分形结构与分维蛋白质与核酸的分形结构与分维

核酸是一种生物大分子化合物 它具有构象 构型分布 其大分子

单链可用分维表征   1986年 加拿大学者盖茨 M.A.Gates 研究了某

些核酸的分形性质并计算了它们的分维 1987 年 罗辽复等也报道了核

酸分维的研究结果 他们把核酸序列分成 15类 计算了约 100个核酸序

列的分维 用<Df>表示平均分维 <X>表示核酸的平均信息指标 它可作

为生物进化的参数 计算表明 线粒体的分维约为 1.2 病毒及其宿主—
原核和真核的分维为 1.4 1.5 哺乳类及免疫球蛋白分维约为 1.7 他

们发现平均分维<Df>与平均信息指标<X>有很好的一致性 据此认为分维

与分子进化水平有关 分维随分子进化有明显增大的趋势 原因可能在

于 <Df>越大 体系的复杂程度越高 随着分子进化 遗传语言的词汇

结构会逐渐向复杂化方向发展 这是词汇组成逐渐丰富的表征 因此分

维会逐渐升高 此外 分维<Df>的大小不仅反应遗传语言词汇结构的变

化 而且反应遗传语言语法关系的清晰程度 即序列中碱基的相关程度

关联作用会使<Df>增大 在<Df>小于 2的区间内 遗传语言结构的丰富化

和语法关系的清晰化两种倾向都使<Df>增加 这就是<Df>具有进化指标作

用的原因

蛋白质也具有分形性质 1980 年 斯塔普里通 H.J.Staple-ton

等在低温拉曼电子自旋豫弛实验中 发现一些含铁蛋白质的自旋豫弛时

间 T1 与温度 T之间有如下 异常 关系

1/T1 Tn T3 2Df 6.3—1

进一步的实验证实 这一关系有一定普适性 由上式容易求出分维 Df
它表征蛋白质链的构象 1985年 瓦格纳 G.C.Wag-ner 等指出 蛋白

质链的分维 Df介于 1和 2 之间 其值的大小反应了高级结构的差异 这

个观点得到计算机模拟实验的支持 不过 这里的分维 可能是谱维数

李后强 汪富泉[63]计算了 10种蛋白质的谱维数 它们的值分布于 1.503

到 1.739 之间 在豪斯道夫维数的取值范围之内 二维空间中的分形体

的豪斯道夫维数在 1 与 2 之间 且和瓦格纳等人的计算结果基本一致

蛋白质的谱维数主要反映蛋白质的振动性质和某些结构特征 在蛋白质

分形体上 根据局部电子的发散或吸收态 量子高频振动将导致豫弛

豫弛率可用概率密度来计算 蛋白质的振动与温度有关 因此可用 ESR



方法来计算蛋白质的谱维数 由有效介质算法可知 谱维数与蛋白质链

中的氢键数有关 氢键越多 谱维数越小 反之 氢键越少 谱维数越

大 此外 谱维数还可以刻画蛋白质或酶的动态特征

由于生物大分子具有统计自相似性 所以其结构性质可以用关联维

数 D2描述 为此 李后强 汪富泉[64]从蛋白质数据库中选择了 30种蛋

白质分子计算了它们的关联维数 D2 结果发现 a 类结构的 D2值 大

原因可能在于 a 类中只存在 a 螺旋结构的缘故 我们还研究了羧肽酶 A

的 q Dq 谱 发现了两个不连续点 qc —1 和 qc 2.5 分别对应于长程

和短程相互作用

近 李后强 汪富泉 赵华明[65]研究了酶反应中的分形几何效

应 通过模拟探讨了催化中的表面标度关系 假设 聚集态酶 有 DLA

形态 每个酶分子作为逾渗集团中的一个分形体 则酶表面的活性点几

率分布为 DAs a M exp — A/lnM [a—a0 M ]2 分维为

DR ln b b 1 / 2十 2 ]/lnb

这里 M是定域质量 a0 M BlnM A B是常数 b是回转半径 是

酶集团表面 空位 数 通过模拟知 中毒 时间 Tp 酶集团大小 L

边缘分维 Dp 之间有关系 Tp LzDp 这里 z 1.96 0.02 1.5

同时讨论了底物浓度 反应时间对催化反应的影响

李后强等对蛋白质链的构象进行了分形分析[66] 对蛋白质链的分

形结构和构象熵进行了探讨[67] 进而研究了蛋白质和酶表面的胖分形

和多重分形特征[68] 鉴于蛋白质和酶分子及其表面具有分形特征 其

催化动力学可用分形语言加以表述 李后强等提出了化学分形动力学

得到了反应级数与谱维数之间的关系 在文献[69]中 提出了酶变构效

应的分形机制 得到 一步构象变化时 赫尔 Hill 系数 h 1 n/D

多步构象变化时 ha 1 2/ds z 1 hb 2十 2/ds z

1 这里 n为极化作用参数 ds是谱维数 D 为豪斯道夫维数 作

者从分形理论的角度解释了赫尔系数 h 为什么是非整数和如何从理论上

计算出 Hill系数等重要问题 通过对复杂酶催化反应的势能曲线的研究

发现 标度变化对动力学参数有影响 并给出了米察理 -门登

Michaelis-Menten 方程的一种分形修正 李后强等在蛋白质和酶的

分形方面做了较多较深入的研究 限于篇幅 就此打住 对此有兴趣的

读者可参阅作者 近的新著[70]
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