


数学能力研究的问题与方向①
 

朱文芳(首都师范大学数学系  100037)
 

本世纪以来，心理学家、数学家与数学教育家一直致力于数学能力的研
究．但二者的研究目的、观察角度、感兴趣的侧重点有所不同，前者是希望
借此来揭示智力的机制，后者是想为数学教育的改革提供依据．为了促进数
学能力的研究，本文在对数学能力研究现状分析的基础上，提出进一步研究
的方向．
1  数学能力研究的基本问题

综观数学能力的研究，我们认为它主要涉及三个基本问题：
1．1  教学能力的实质

探讨数学能力是作为一种特殊形式存在，与一般智力范畴不同，还是一
般心理过程中人格品质的特殊化？即智力是与数学能力一起发展的吗？换言
之，数学能力是否就是智力加上对数学的兴趣和学习数学的倾向性呢？

对这一问题的看法不一，心理学家克鲁切茨基、数学家庞加莱、阿达玛
等倾向于承认数学能力是一种特殊能力．但是，心理学家斯皮尔曼指出，不
存在一种在一般因素以外，适于从低级到高级的各个数学领域的特殊数学能
力[1]．我国学者林崇德(1978)、曹才翰(1990)、丁尔升(1994)等认为数学能
力是智力的一种概括化形式．
1．2 数学能力的组成成分及其结构

数学能力作为一种复杂的心理形式，其构成是单一性的(不可再分的独立
存在)，还是综合性的？若是综合性的复合物，其组成成分是什么？以怎样的
方式组织？即其结构是什么？

据不完全统计，目前提出的数学能力已达上百种之多．这表明大多数学
者认为数学能力是一种综合性的复合物．但在“其组成成分是什么？”的问
题上，有很大分歧．

例如，桑代克认为数学能力是算术与代数能力．魏德林认为数学能力是
理解、记忆，以及解决问题的能力．克鲁切茨基认为数学能力包括：获得数
学信息；数学信息加工；数学信息保持；一般综合性等组成成分[2]．

林崇德认为数学能力是以数学概括为基础的运算能力、空间想象能力和
逻辑思维能力，与思维的深刻性、灵活性、独创性、批判性和敏捷性品质相
互交叉构成的统一整体[3]．王梓坤认为数学能力应包括“直观思维、逻辑推
理、精确计算和准确判断．”[4]

1．3 数学能力的形成与发展
数学能力是如何形成的呢？遗传、生理成熟与环境、教育对数学能力的

形成与发展究竟起什么作用？数学能力形成与发展的量变与质变规律是什
么？

这些问题的核心是：生理成熟、遗传和环境、教育对数学能力形成与发
展所起的作用．我们对这一问题的看法是，生理成熟、遗传是学生数学能力
形成与发展的物质基础(生物前提)，它们提供了学生发展的可能性；而环境、
教育则把这种可能性变成了现实性，它们在学生数学能力的形成与发展过程
中起决定作用．尤其是教育占有主导地位，因为它决定着学生发展的方向、
水平、速度、范围，甚至会影响与改造学生智力发展的遗传素质．



许多学者的研究，如皮亚杰、范·海勒夫妇，以及当代许多研究者的研
究[5][6]也支持这一论断．
2 当前数学能力研究中存在的问题
2．1 从研究结论上看

对什么是数学能力？数学能力的组成成分及其结构是什么？数学能力是
怎样形成和发展的这些基本问题的研究，目前并未有一个明确答案．造成这
种局面的原因主要有：

(1)心理学家主要对初等数学感兴趣，如：计算、数字、分数、比例、初
等几何等．虽然也有心理学家使用现代数学中的一些术语，可是他们所谈的
拓扑空间、射影空间、映射、变换群等术语的意义，常与数学上的本意相差
很大．

许多人只研究了儿童早期的计算能力，初步的数概念和一些朴素的空间
观念，就来建构儿童的数学认知结构，描述数学能力发展的一般规律，进一
步地推断数学能力的实质．这种研究“实质上是在最低层次上”所展开的研
究．例如第尼斯(Dienes)认为“6～12 岁的儿童可以掌握二次方程、有限群、
同构，以及模等”概念，而这实质上不过是儿童的游戏．把这种“在最低层
次上通过操作对概念进行运算”所得到的研究结论，推广到一般的数学能力
研究问题上是缺乏说服力的．

事实上，大多数比较复杂的数学概念，并未从心理学角度加以充分的研
究．例如：人类所形成的用字母表示数的概念，方程的概念等，表明了代数
方法代替算术方法的思维改向；人类所形成的函数、微积分的概念，使得人
类的思维找到了驾驭变量、无限的工具，数学也因此实现了由常量数学向变
量数学发展时期的转变．象这些曾在数学发展过程中具有里程碑意义，使得
人类思维发生重大转折的关键性概念，个体是怎样形成与发展的？个体获得
了这些概念之后，是否导致其数学能力发展质的飞跃？等等，对这些问题我
们还未给予全面深入的研究，因此目前“对数学领域中高级能力的发展的重
要意义，至今还没有很明确的描述”[2]，是非常自然的．

(2)虽然我们都承认对数学能力的组成成分及其结构的分析，有助于探究
数学能力的实质，但这种研究结论的众说纷纭，莫衷一是，难以达成共识的
结果，应使我们反思这种“模式”研究的意义所在．因为这种研究要么是假
设的结构，主观的推测；要么是通过因素分析得到的，而因素分析的实质在
于从各种测验结果的相关中找出共同因素，它通过相关系数的计算，揭示了
不能即刻明了的和以隐蔽形式存在的测验分数之间的相互依赖关系．但对于
这些共同因素是如何产生的？单凭因素分析是不能解释的．

也就是说，对数学能力的组成成分及其结构的研究，不能说明不同的数
学心理过程所导致相同结果的原因．特别是，为进行数量化的分析研究，人
为地将数学活动这一有目的、有意义的整体结构，分解为许多孤立的元素的
做法，应当引起我们对其研究结论有效性的思考，应用这些结论时应考虑到
它的局限性．通过这种研究，我们究竟能否揭示出数学能力的本质？

(3)对数学能力的形成与发展的研究，主要是由心理学家来进行的．由于
其目的是想揭示智力发展的机制，因此为了控制无关变量，研究者往往将研
究对象局限于年幼儿童，特别重视对儿童数学能力发生过程的研究．

例如，皮亚杰等人主要针对 11～12 岁以前的儿童进行了大量研究，对
11～12 岁以后的学生有代表性的研究则很少．林崇德等所进行的中小学生心



理能力发展与培养的研究，涉及到中小学生数学能力的发展问题，但对中学
生数学能力发展的研究，还需要做大量精细的工作．
2．2 从研究方法上看

概括各种数学能力的研究方法，主要分为两类：
(1)采用实验法、测验法、统计分析等手段，来证实某种理论存在的定量

分析研究．对数学能力组成成分及其结构的研究，多是采用此类方法．这种
研究追求可证实性与精确性．研究者认为只有定量化的、可证实的经验事实
才具有科学价值；认为数学能力可以根据其外在的表现来测定和度量，即可
通过量上的分析来把握质的特征．

这种研究将人的数学活动分解为许多要素，特别重视研究完成特定任务
的结果，忽略得到结果的过程的描述．它的致命弱点是“不分析过程”，因
而“就没有希望发现测验结果的心理本质，也就无法描述各种能力的质的特
征．”[2]

(2)采用谈话法、个案法、口头报告法，以及考察传记、文献等历史方法．研
究者通过对自己或他人解决问题思维过程的心理观察和实验性内省分析，对
其进行特定的解释，这种研究属于定性分析研究．

这种研究把假设经验作为研究对象，强调如实描述经验，强调数学活动
的整体性，认为质的分析应先于量的分析，但它们的研究结论具有较大的主
观随意性，缺乏一致性和严格性，因而存在难以保证材料的真实性、可靠性，
以及结论的客观性和普遍性的不足．
3 数学能力未来研究的方向

通过上述分析，不难看到数学能力研究的未来，仍是对上述三个基本问
题(数学能力的实质；数学能力的组成成分及其结构；数学能力的形成与发展)
的研究．特别地，考虑到要为数学教学提供理论依据，我们认为对数学能力
形成与发展的研究意义更加重大．为此我们提出未来数学能力研究的方向应
是：
3．1 从研究角度上看

未来的研究应该：扩大研究的视角——既要研究数学能力活动的结果，
也要分析数学能力活动的过程．因为活动是主客观间的相互作用，如果我们
不分析学生是如何进行数学活动的，就不可能认识学生数学能力发展的全
貌．

例如，如果我们只研究学生解数学题的结果，那么就无法发现学生解题
过程中的思考、对各种不同可能性的比较、选择等环节上的差异．学生获得
相同的结果，但其心理过程是极不相同的情形是经常发生的．显然，这样的
学生数学能力的发展是有差异的．但是，我们如何来解释导致这一现象的原
因呢？看来，只有深入研究数学能力活动的过程，才能揭示出数学能力这种
复杂心理现象的质上的特征．
3．2 从研究对象上看

未来的研究应该：扩大研究的对象——要研究所有儿童和青少年，特别
是年龄较大的(11～12 岁以上)学生的数学能力发展的规律．

因为大多数人的数学能力都不是“自然”形成的，而是通过环境和教育
来实现的．“由学校教学实际所引发的”学生数学能力的培养问题，越来越
迫切地要求我们要研究学生数学能力的发展规律．这不仅仅是为数学教学提
供依据，而且也是探讨数学能力的实质，以及进行数学能力形成与发展研究



所不可缺少的．因为只有这样，我们才能避免从不完整的、局部的信息得出
的结论的肆意推广；才能更深入地解释数学能力的形成与发展性问题；按照
有利于学生数学能力发展的方式来完善数学教学．
3．3 从研究内容上看

未来的研究应该：扩大研究的内容——要从初等的数学概念扩大到较复
杂的、关键性数学概念．我们要深入研究像函数、概率、组合、极限、无穷
等这些更高层次的数学概念，是怎样被学生个体所认识的？研究学生对数学
概念的认知过程，是否等同于人类数学思维的发展模式？研究学生通过一些
关键性数学概念的形成与掌握，能否引发其思维水平上质的飞跃？等等．只
有这样，我们才能对数学能力的组成成分及其结构有更清晰的认识；才能用
已经积累起来的大量事实材料，为更准确地揭示数学能力的实质作出更有价
值的分析和说明．
3．4 从研究方法上看

现代科技(特别是计算机)的发展，对各种研究方法在数学能力研究中所
起的作用都产生了深刻的影响．过去用相关分析、因素分析等统计方法进行
定量分析研究时，遇到的庞大繁杂的、非人力所及的计算，今天可以由计算
机来完成；缺乏客观、严格的指标，缺乏量化的定性分析研究，也可以借助
于计算机科学的发展，开辟一个新领域，如用信息加工方法来研究数学认知
过程．

不仅如此，现代科技的发展还为定量与定性分析相结合提供了可能性．我
们未来对数学能力的研究，需要对事实进行观察和描述、为理论的建立积累
材料的定量分析，但决不应局限于把整体的数学活动分解为所谓“适于研究”
的元素，而片面追求证实，尤其是证实别人的结论．我们未来的研究应该寻
求发现，追求创建，探索关于数学能力问题的一般性理论框架．要做到这一
点，未来的研究必须要运用定性分析的研究方法．因为“积累了如此庞大数
量的实证的知识材料”，必须要依据其内在的联系，将它们加以系统地整理，
而“建立各个知识领域相互间的正确联系，⋯⋯只有理论思维才能有所帮
助．”[8]

所以，未来对数学能力的研究，应该既有定性分析的理论探讨，也要有
不可缺少的定量分析．只有这样，我们才能更全面、更深入地把握数学能力
的性质，真正为数学教育改革提供心理学上的依据．同时，又能通过对数学
能力问题的研究，阐明智力的形成机制，为智力心理学的理论建设作出贡献．
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中学平面几何课的地位  作用与教学目的
 

翁凯庆 邓安邦   (四川师大数学系  610066)
 

为了搞清楚中学平面几何课的教学目的，我们必须对这门课程在中学教
育中的地位和作用有一个清晰的认识．回顾数学教育的历史可以注意到，每
当中学数学课程有较大变革时，传统的几何教育的地位和作用便受到怀疑，
课程内容的变动也往往以几何内容的变动入手．随着时代的变迁，对几何教
学内容作必要的调整、变动是无可非议的，但问题的现状是时至今日，如何
看待平面几何教育的地位和作用尚没有统一的认识，其中对现行中学平面几
何教学内容处理的看法也大相径庭．我们认为，从我国的国情出发，现实、
客观、公允地看待平面几何教育的地位和作用，既不夸大，也不贬低，才能
使之在基础教育中发挥应有的作用．对此，我们必须明确下面几点：

第一，中学平面几何课所涉及的基础知识，无论是对进一步学习，或是
直接参加生产，或是作为一个现代社会的基本公民的一般素养，都是完全必
要的．对此，一般都没有异议．无论国内外，平面几何在历史长河发展中所
沉积的文化特性，对学生文化素质的提高所起的积极作用，都是其他学科教
育难以超越的．

第二，中学平面几何课的价值，主要在于发展学生的逻辑思维，培养他
们的推理能力．王元教授说：“几何的学习不是说学完了这些知识有什么用，
而是针对它的逻辑推导能力和严密的证明．而这一点对一个人成为一个科学
家，甚至成为社会上素质很好的公民都是非常重要的，而这个能力若能在中
学里得到训练，会终身受益无穷．”因此，一般人都认为，中学平面几何的
课程内容，是培养学生逻辑思维能力的最好材料．

爱因斯坦曾说：“单凭传统的逻辑思维而想有所发现是困难的甚或是不
可能的；但是，假如认为不必借助于逻辑思维而想有所发现，这同样是不可
思议的事情．”爱国斯坦的这段话不仅深刻地指出了逻辑思维的重要性，也
同时指出了逻辑思维的不足之处．平面几何课的价值是否仅限于逻辑思维的
培养呢？

第三，中学平面几何课的主要价值，是能对学生进行较全面的思维训练，
而不仅在于发展学生的演绎证明的能力．对于思维训练的作用，项武义教授
曾说：“数学基础当然十分有用，十分重要，但是，认识问题，解决问题的
思维训练实在更加有用，更加重要．在传统的许多基础数学课本中，往往注
重前者而未能足够地重视后者．我们觉得这是今后的基础数学课程发展中应
力求改正之点，至于某些知识点的增与减倒是不必斤斤计较的次要问题．”

为什么说平面几何课程能对学生进行较全面的思维训练呢？这可以从如
下两方面来理解和看待．

首先，平面几何的教学离不开数学直观．在平面几何教学过程中，总是
先对几何图形作观察分析，在此基础上展开想象，直觉地或逻辑地对问题解
决提出一些设想、联想或猜想，以此为线索初步勾画出解决问题的方案，再
经精细的逻辑加工得出问题的完整解答．

现代生理学和心理学的研究表明，人的左右半脑在思维上是分工合作
的．左半脑主管逻辑思维，右半脑主管形象思维．几何问题的解决，一方面
借助右半脑的功能，发现新苗头，提出新的设想、联想或猜想，再借助左半



脑的功能，将问题进行逻辑整理、加工，去粗取精，去伪存真，将问题的最
终解决落实在严密的逻辑论证的基础之上．其结果是使学生逻辑思维能力、
创造性思维能力都得到发展．我国数学家吴文俊教授告诫人们：“几何会给
人以数学直观，不能把几何等同于逻辑推理．应该训练学生的逻辑推理能力，
但也应适可而止．只会推理，缺乏数学直觉，是不会有创造性的．”

这里应当指出的是，就是逻辑思维能力，也不仅指演绎证明．作为逻辑
的核心，不应当是证明，而应当是推理过程，即是解题思路的探索，是“分
析”过程．而所谓“分析”又是分析法与综合法两种推理形式的综合运用．在
“分析”过程中要强调的是对问题解决的整体的宏观把握，而对形式证明的
细节先不作过多的考究，以免学生拘泥于细节而失去最终的目标．解决这一
问题的一



椭圆几何性质教学设计
 

张国坤  (云南会泽二中  654211)
 

人们对事物的认识多是从直观到抽象，从感性到理性，中学生的数学学
习过程更是如此．现行《解析几何》教材对椭圆(双曲线)几何性质的编排，
缺乏感性的铺垫，一开始就严格遵循“用方程研究曲线性质”的解析思想，
这就不太符合学生认知发展的先后顺序，学生学起来感到“突然”，不能自
然流畅．从直观和感性的角度入手考虑问题时，多数同学首先注意到椭圆的
对称性而不是它的范围，其次是椭圆的“扁圆”程度，最后在位置、大小的
比较之下注意到椭圆的范围．笔者按着这样的认知顺序设计了如下“观察—
—判断——证明(或反驳)、定义”的教学程序，执教实践表明，改进后的教
学既能使学生更好地掌握椭圆的几何性质、领会解析几何思想，又能培养学
生自己发现问题、解决问题的能力．以下是笔者的教学设计．

教师开始就声明：我们上节课学习了椭圆的定义和标准方程，本节课要
寻找椭圆的几何性质．
1 对称性的发现与证明

问题：你能发现这个椭圆有
什么美妙的性质吗？
一般学生都能发现椭圆的轴对称性，稍作提示容易发现其中心对称性(若

有其它发现也要给予肯定)，焦点 F1、F2所在直线及线段 F1F2 的垂直平分线

都是椭圆的对称轴，线段 F1F2的中点 O是椭圆的对称中心．

(2)提醒学生：凭观察作出的判断准确吗？怎样证明你的判断？
师生讨论后，确定用椭圆标准方程证明它的对称性，然后投影显示(与图

1复合)：

建立如图的坐标系，则椭圆标准方程是 ，怎样用这个方程证明
x

a

y

b

2

2

2

2 1+ =

它的曲线(椭圆)的轴对称性和中心对称性呢？

为了证明椭圆的对称性，先作如下两条铺垫(由学生回顾讨论后投影显
示)：

①曲线 的方程是 ，则点在曲线上 点的坐标满足曲线的方程。C f(x,y) = 0 ⇔



②曲线 C关于直线 l呈轴对称是指：C上任一点 M关于直线 l的对称点 M
仍在曲线 C上；曲线 C 关于点 O呈中心对称是指：C上任一点 M关于点 O的
对称点 M″仍在曲线 C上．

然后指导学生亲自动手作出证明．证明略．
教师指出：我们通过建立坐标系，以方程为工具，研究曲线的几何性质，

这就是重要的解析几何的思想，今后要不断地使用．
(3)投影显示图 2及问题：

问题：图 2中的椭圆有没有对称轴和对称中心？
指导学生思考讨论后获取共识：坐标系是用来研究曲线的重要工具，而

椭圆的对称性是椭圆自身固有的性质，不因坐标系的变化而变化．〔注：这
样做可进一步明确解析几何的思想，又为后面研究坐标平移埋下伏笔〕．
2 顶点的发现与确定

投影显示图 3及问题：

问题：椭圆曲线上存在着比较突出的点吗？怎样确定？
由学生观察发现，椭圆上存在着四个比较突出的点，这四点就是椭圆和

它的对称轴的交点．启发学生与二次函数图象(抛物线)的顶点作类比，自己
作出定义：椭圆与它的对称轴的交点叫做椭圆的顶点．再以标准方程为工具
进行具体讨论：

对于方程 表示的椭圆，对称轴方程为 、 ，令
x

a

y

b

2

2

2

2 1+ = y = 0 x = 0 y = 0

解得 x=±a，令 x=0 解得 y=±b，于是得到了四个顶点坐标：A1(-a，0)、A2(a，

0)，B1(0，-b)，B2(0，b)(用复合投影显示如图 3′)．|A1A2|=2a，|B1B2|=2b，

|A1A2|>|B1B2|，再定义：线段 A1A2、B1B2 分别叫做椭圆的长轴、短轴，a、b

分别叫做长半轴的长、短半轴的长．



3 离心率
投影显示图 4及问题：

问题：与圆作比较，椭圆有什么显著特点？比值 、 、 的变化会
b

a

c

a

c

b
引起椭圆的怎样的变化？

学生极易发现，椭圆比圆要扁一些 稍作提示，学生再发现：比值越

小，椭圆越扁；比值 越大，椭圆越趋于圆；当 时， ，两个焦点

.

a = b c = 0

b

a
b

a
焦点重合于原点 O，椭圆变成了圆．

再思考：椭圆的形状与 c有关吗？由学生发现：

b a c
b

a

c

a

c

a

c

a

b

a
c

a

b

a

2 2 2 21 0 1= − = − < <, ( ) , , 越小， 就越大，椭圆越趋向于圆；

越大， 就越小，椭圆越扁.

b

a

b

b c

c

a

c

b

b

a

c

b
b

a

=
+

= +
2 2

21 1/ ( ) , 越小， 就越大，椭圆越趋向于圆；

越大， 就越小，椭圆越扁。

 

教师指出：比值 、 、 的大小都反映了椭圆的扁圆程度，在后面的
b

a

c

a

c

b

学习中， 还有更重要的几何意义，我们把比值 叫做椭圆的离心率，

记作 ， ＜ ＜ ， 的大小反映了椭圆的扁圆程度。

c

a

c

a

e =
c

a
0 e 1 e

4 椭圆的大小与范围
椭圆有大有小、还有位置的不同．那么怎样判断它的大小和位置呢？指

导学生用标准方程 来研究，容易得出 ≤ ≤ ， ≤ ≤ ，
x

a b

2

2 2+
y

= 1 - a x a - b y b
2

讨论发现，a、b 越大椭圆越大，并且椭圆位于 x=±a、y=±b 四条直线围成
的矩形之内，并且与矩形四条边在四个顶点处相切(投影显示图 5)．



师生针对图 总结回顾椭圆 的四条性质后，由学生四人一组4 +
y

= 1
2x

a b

2

2 2

讨论方程 表示的椭圆的几何性质，之后用投影显示结论 投影略 。
y

a

x

b

2

2

2

2 1+ = ( )

小结：本节课通过观察，发现了椭圆的四条几何性质(对称性、顶点、离
心率与范围)，并且用方程及 a、b、c等参数准确地研究了这些性质，这种用
方程研究曲线性质的思想就是很重要的解析思想．

〔注：性质应用的例题、练习、作业等省略．本节课的改革，不是淡化
而是强化了“用方程研究曲线”的解析思想，重视过程教学，深化了直观与
感性、抽象与理性两个层面的教学，更符合学生的认知规律．〕



发挥一题多解对培养思维品质的作用
 

苏志清(浙江省泰顺县第一中学 325500)
 

发展思维能力是数学教学的一项中心任务，也是素质教育的要求．思维
品质的培养是发展学生思维能力的突破口．在教学中适时安排一题多解的教
学，对培养学生的思维品质很有效果．现试举一例对此略作说明．

例 已知 ，求证 。(z - x) - 4(x - y)(y - z) = 0 x - y = y - z2

分析 1  利用差异分析法．首先将目标信息转化成 x+z-2y=0，易与已知
信息比较．通过观察看到，它们所含字母 x、y、z相同而次数不同．由此联
想到通过降次达到目标，这样就确定了总体方向．于是，可集中精力思考采
用何种办法达到目标．

思路 1  展开、合并、整理，得
0 = (z - x) - 4(x - y)(y - z)

= z - 2zx + x + 4zx - 4xy - 4yz + 4y

2

2 2 2

这时，因上面最后一个多项式各项次数相同，且多字母、多项数，如何
才能抓住实质，排除干扰？采用主元观点，将展开式看成某字母的二次三项
式，其余字母看成系数，就能排除干扰，走出困境，从而培养思维的深刻性
和敏捷性．

若以 y为主元，则
Z - 2zx + x + 4zx - 4xy - 4yz + 4y = (2y - z - x)2 2 2 2 。

得 2y-z-x=0，即 x-y=y-z．

思路 2 在方程观点之下，若以 x为未知数，则原等式变为
x - 2(2y - z)x + (2y - z) = 0

. (2y - z) (2y - z) - 2x(2y - z) + x = 0

2 2

2 2

，可采用因式分解法，求根公式法和换元法来解

之 如果把 看成未知数，则可写成 。现以

换元法为例解之．
设 2y-z=t，则原方程变为
t - 2xt + x = 0.

(t - x) 0

t = x

2 2

2＝ ，

，
即 2y-z=x，
∴ x-y=y-z．
通过以上解题体验和分析，扩大了思维空间，培养了学生的方程观点以

及对一元二次方程的解法理解的深刻性，同时体现了思维的灵活性和敏捷
性．

分析 2以上求解过程中发现“先展开，后合并，再分解因式”遇到了“同
次数、多项数、多字母”的干扰，那么能否避开干扰，直接分解因式呢？通
过观察试验发现(x-y)+(y-z)=x-z，所以可采用能够化繁为简的换元法解之．

思路 设 ， ，则

所以，原等式变为

∴ ，

3  x - y = t y - z = t t + t = x - z.

(t - t ) = 0.

t = t

1 2 1 2

1 2
2

1 2



即 x-y=y-z．
这就揭示了本题已知与结论的本质联系，训练了思维的灵活性．
思路 4 受思路 3 的启发，应用“如果一元二次方程的判别式为 0，则两

根相等”，就可以得出此题最本质的解法．
以 x-y，y-z 为根的一元二次方程为
t + (z - x)t + (x - y)(y - z) = 0 (t ).

= (z - x) - 4(x - y)(y - z) = 0

2

2

， 为未知数

由△ ，

所以，方程有两个相等的实数根，即
x-y=y-z．
此解法训练了思维的独创性．
思路 5  由已知信息与目标信息比较，我们又可以联想到利用比例性质

来解之．
由 ，得

①

(z - x) - 4(x - y)(y - z) = 02

z x

x y

y x

z x

−
−

=
−

−2

2

( )

( )
.

由等比性质得
z x

x y

y x

z x

x z y

x z y

−
−

=
−
−

=
− − +

+ −
= −

2

2 2

2
1

( )

( )

化简得 z-x=-2(x-y)，
∴x-y=y-z．
表面上看，这种解法显得简洁，但它忽视两个重要条件：比例后项不能

为 0，等比性质中要求比例后项之和不为 0．所以该解法是错误的．
(1)式①中，若 x-y=0，或 z-x=0，则比例式无意义．但分别讨论可知此

时命题成立．
若 x-y≠0 且 z-x≠0 时，则原等式可变为

z x

x y

y x

z x

−
−

=
−

−2

2

( )

( )
.

由合比性质，得
z x x y

x y

y x z x

z x

− − −
−

=
− − −

−
2

2

2( )

( )

( ) ( )

化简、整理得
(x - 2y + z) = 02 ，

∴x-2y+z=0．
∵x-y=y-z．
(2)用等比性质要求 x-2y+z≠0，但结论正是 x-2y+z=0，因此，本题不能

使用等比性质来解．
用这种解法，学生容易误入“陷阱”，若能洞察这些“陷阱”，就能训

练思维的批判性．
在解题教学中，只要我们综观全局，引导学生采用多种分析、多种思路、

多种方法来分析问题、解决问题，有针对性地对学生进行思维品质的训练，
充分挖掘题目中蕴含的数学思想和方法，长期坚持下去，就能达到提高学生
数学素质的目的．



参考文献
1  林崇德，辛涛．智力的培养．杭州：浙江人民出版社，1996，11．
2  罗增懦．数学的领悟．郑州：河南科学技术出版，1997，1．



一类含三角函数的初等函数取值范围问题的图象解法
 

陈军  (江苏省如皋市白蒲中学   226511)
 

一类求在给定条件下三角函数式的取值范围问题，已有多篇文章论及(参
见文[1][2][3])，但美中不足的是文中未给出如何揭示隐含条件以避免误
解．笔者发现这类问题通过构造合适的直线或圆锥曲线能充分揭示隐含条
件，正确求解．

例 1 已知 sinα+2cosβ=2，求 2sinα+cosβ的取值范围．
解设 x=sinα，y=cosβ，t=2sinα+cosβ则有 x+2y=2，2x+y=t(│x│

≤1，│y│≤1)．t 的取值范围即线段 x+2y=2 与平行线段 2x+y=t(0≤x≤1，

 ≤y≤1)相交时，2x+y=t 在 y 轴上截距的取值范围。由图(1)易得

当 通过点 ， 时， 。2x + y = t B (1
1

) tmax =
5

22
当 2x+y=t 通过点 A(0，1)时，tmin=1．

所以 α β的取值范围是 ， 。2sin + cos [1
5

]
2

例 已知 α· β ，求 α· β的取值范围。2  sin cos =
1

2
cos sin

解设 t=cosα·sinβ

∴ α· β ， α· β ，

∵ 〔 α β α β 〕 ，

〔 α β α β 〕

sin cos =
1

2
cos sin = t

1

2
sin( + ) + sin( - ) =

1

2
1

2
sin( + ) - sin( - ) = t.

即 sin(α+β)+sin(α-β)＝1，
sin(α+β)-sin(α-β)=2t．
令 x=sin(α+β)，y=sin(α-β)，则有 x+y=1，x-y=2t(│x│≤1，│y

│≤1)．t 的取值范围即线段 x+y=1，x-y=2t(│x│≤1，│y│≤1)相交时，
x-y=2t 在 y 轴上截距的相反数一半的取值范围．

如图(2)



当 通过点 ， 时， 。

当 通过点 ， ， 。

x - y = 2t A(0 1) t = -
1

2

x - y = 2t B(1 0)  t =
1

2

min

max

所以 α· β的取值范围是〔 ， 〕cos sin -
1 1

 
2 2

ο

例 3  已知 sinα+sinβ=a(-2＜a＜2)，求 cosα＋cosβ的取值范围．
解  如图(3)，设角α、β的终边与单位圆分别交于 A、B两点，那么 A、

B 两 点 的 坐 标 分 别 为 A(cos α ， sin α ) ，
B(cos sin ) AB P(x y )0 0β， β ，设弦 的中点为 ， ，则

x

y
a

0

0

2

2 2

=
+

=
+

=

cos cos
,

sin sin
,

α β

α β

显然，当α、β变化时，弦 AB 的中点轨迹为弦 CD：

y =
a

2
(-

4 - a
)

x [-
4 - a 4 - a

]

cos + cos [- 4 - a 4 - a ]

2

0

2 2

2 2

2

4

2

2 2

2

≤ ≤

即 ∈ ，

∴ α β∈ ，

x
a−

ο

ο
例 4 已知 sinα+sinβ=a(-2＜a＜2)，求 sin(α+β)的取值范围．



解  如图(4)设角α、β的终边与单位圆分别交于 A、B两点，那么 A、B
两点的坐标分别为 A(cosα，sinα)，B(cosβ，sinβ)，设弦 AB 的中点

为 ， ，由例 知 ∈〔 〕。P(x y ) 3 x0 0 0 −
− −4
2

4
2

2 2a a
,

∵
α β

∠ ，

∵ α β

α β

α β

令

tg tg COP
y

x

tg

x y

x y

x a

x
a

a

+
= =

+

+
+

=
+

=
+

+

0

2

2

0 0

0
2

0
2

0

0
2

2

2

2

1
2

2

4

4

sin( + ) =
2tg +

f(x) =
xa

x2

(1)当 a＞0 时，f(x)的示意图如图(5)．

( ) a 2 f(x)

x = - f(x)
a

x = -
2

f(x) -
a

2
 sin( + )

Ⅰ 若 ＜ ＜ ，则 ，在 上 是增函数，

时， 取最大值，最大值为 ； 时，

取最小值，最小值为 。所以 α β 的范围为

2
4

2 2

4

2

4

2

4

2 2
4

4

4

2
4

2
4

2 2 2

2
2

2
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( ) 0 a
a

[- , ]

x =
a

2
f(x) 1 x = -

a

2

Ⅱ 若 ＜ ≤ ，则 ≤ ，在

上， 时， 取最大值，最大值为 ； 时，

2
2

4

2

4

2

4

2

2 2 2− − −a a a

f(x)取最小值，最小值为-1．所以 sin(α+β)的范围是[-1，1]．
(2)当 a=0，f(x)=0．
(3)当 a＜0，仿(1)讨论得：

( ) - 2 a - 2 sin( + ) [
a

2
4 - a 4 - a

( ) - 2 a 0 sin( + ) [-1 1]

2 2Ⅰ 若 ＜ ＜ ， α β 的范围是 。

Ⅱ 若 ≤ ＜ ， α β 的范围是 ， 。

,−
a

2

综上所述，当 ≤ ≤ 时， α β 的取值范围是 ， ；

当 ＜ ＜ 或 ＜ ＜ 时， α β 的取值范围是

。

- 2 a sin( + ) [-1 1]

- 2 a - 2 a 2 sin( + )

[-
4a

,
4a

]
2 2

2

2

2 2

4 4− −a a

例 已知 α β α，求 α β的取值范围。5  3sin + 2sin = 2sin sin +  sin2 2 2 2

解设 α， β则有 │ │≤ ，│ │≤ ，

α β 。 α β的取值范围即为椭圆

x = sin y = sin 3x + 2y = 2x( x 1 y 1)

sin + sin =  x + y sin +  sin

2 2

2 2 2 2 2 2

3x + 2y = 2x P2 2 上的任意一点 到原点距离平方的取值范围。

如图(6)：当点 P运动到点 A、O时 P到原点的距离最大和最小，其最大

值、最小值分别为 、 ，所以 α β的范围为〔 ， 〕。
2

0 sin + sin 0
42 2

3 9
由此可见，构造图形能揭示变量间的相互制约关系，达到充分挖掘隐含

条件的目的，这种解法具有统一、直观、化难为易的特点，是求解这类问题
的有效途径．

参考文献
1  岳建良，张冉存．对一道求范围的三角题的剖析．中学教学(湖北)，

1996，5．
2  徐云贵．三角函数取值范围误解剖析．中学生理科应试，1998，2．
3  鞠九新，钱军先．妙用消去法，巧解三角题．数理化学习，1997，14．



数学课堂教学中“有益的提问”的方式
 

马岷兴  (四川师大数学系 610066)
 

数学课堂教学离不开“问”，“问题是数学的心脏”．一方面是老师问
学生，另一方面是启发学生问老师，前者是提问，后者是所谓激“问”．而
激“问”又常常需要教师先用提问的方式去激活学生思维．因此，数学教师
的提问艺术显得比其他任何学科教师更为重要．

当前，数学课堂教学中存在不少“徒劳的提问”．表现在：(1)目的不明
确；(2)零碎不系统；(3)忽视对学生思维过程的考查；(4)无视学生的年龄特
征、个性差异和能力大小；(5)不给学生思考的余地，没有间隔停顿；(6)用
语不妥，意思不明，甚至随口而发不计后果．最典型的莫过于那种满堂充斥
的脱口而出的“是不是”？“对不对”？之类的问题，学生也只是简单地答
“是──”、“不对──”．课堂貌似热闹非凡，气氛活跃，实则提问和思
维的质量低下，流于形式．
我们提倡“有益的提问”．其特点是：(1)表现出教师对教材的深入研究；(2)
与学生的智力和知识水平的发展相适应；(3)能诱发学习欲望；(4)能有助于
实现教学过程中的各个具体目标；(5)富于启发性，能使学生自省；(6)有一

定难度，具有探索性，能促进思维发展．其作用体现在①

：促进学习、评价学生；检查效果、调控教学；体现学生的主体地位；
启发式教学的重要形式．

我们认为，采用以下几种方式可望实现有益的提问．
1  激趣性提问

这是为了创造生动愉悦的情境，令学生由于心生疑窦而造成悬念，产生
学习的内驱力，形成理想的教学氛围，使学生带着浓厚的兴趣开始积极探索
思考的提问．这类提问在实践中涌现甚多，举不胜举．如：

(1)△ABC 原是一个等腰三角形，AB=AC，不幸被墨水涂没了一部分，只
留下底边 BC 和腰 AB 的一段(用纸板遮挡)．想一想，用什么办法可以画出原
来的三角形？并列出等腰三角形的判定方法．

(2)为什么射击时用手托住枪杆(枪杆、手臂与胸部构成三角形)能保持稳
定，而银行的铁栅门多用多条窄钢板交叉成许多平行四边形就能拉开与关
闭？——说明三角形的稳定性．

如此种种，听似闲言，却能使课堂气氛活跃．
2  迁移性提问

不少数学知识在内容和形式上有类似之处，其间有密切联系．教师可在

                                                
① [注] 罗增儒.课堂提问的作用.数学教师，1998，1.



提问或学生回顾旧知识的基础上过渡到对新知识的提问，将学生已掌握的知
识和思维方法迁移到新内容中去．

比如在讲“分式的约分”这一内容时，可直接出示题目由学生约分，目
的是让学生将小学关于分数约分的概念和方法迁移到分式．

在学生根据独立练习所悟，对比分数约分，尝试性地对知识和方法进行
迁移后，再回答教师的迁移性提问：

(1)什么叫分式约分？
(2)分式约分的依据是什么？
(3)对约分的最终结果有什么要求？
(4)对分子、分母不含公因式的分式可以怎样取名？

3  铺垫性提问
在新知识的学习过程中，为了降低思维难度，并给学生解决问题指出方

向，可以铺垫性地提问道出转化的途径或指向．如讲梯形中位线定理时可先
提问：“三角形中位线定理的内容是什么？”当提出梯形中位线定理后再问：
“从三角形中位线定理中能得到什么启迪？”这样一来，怎样引辅助浅的难
点就很容易被突破．
4  探究性提问

仍以梯形中位线定理的教学为例，在提问三角形中位线定理的内容后即
可问：“梯形的中位线又有什么性质呢？”问题就象一块石头投入平静的湖
面，激起学生急于探究奥秘的好奇和好胜心理的涟漪．问题也同时隐含着与
三角形中位线的类比，引起联想或猜测——(1)与底边有关；(2)利用三角形
的中位线性质．这类问题如放开让学生探索，课堂将呈现勃勃生机．
5  发散性提问

发散性思维是创造性思维的基础．教师在教学中提出激发学生发散思维
的问题，引导学生从正面、反面、侧面多途径思考，纵横联想所学知识方法，
以沟通不同部分教学内容的联系，对于提高探索能力、培养思维能力颇有好
处．这类提问难度较大，必须考虑和较准确地把握学生的知识能力水平．一
题多解、题目引伸推广等都属于这一类型．

将“求证：抛物线 与 轴没有交点 ”一y = (m +1)x - 2mx + (m  + 4) x .2 2 2

题分别改编成关于一元二次方程的无解问题，一元二次不等式的求解问题，
二次三项式的恒等问题，二次三项式的因式分解问题，从而沟通它们之间的
联系．
6  设“陷”性提问

教学中恰当地设置“陷阱”，制造思维冲突，训练学生明察秋毫、明辨
是非的本领，促使学生思维严密，强化教学效果．

下面的课题教学设计，展示了课堂设“陷”、质疑、辨疑的简略过程．
课题  圆的一般方程
(1) .(x - a) + (y- b) = r2 2 2复习提问：写出圆的标准方程并说明其几何意义 。

其中圆心坐标(a，b)，半径 r，r＞0．
(2)请将①展开并整理成为右端为 O，左端为多项式的一般形式(学生动

手，教师设出 D、E、F)：
x + y + Dx + Ey + F = 0                            2 2 ②

(3)提问：由①化为②你能得出什么结论？



结论:任何一个圆一定可表为形②的方程．
(4)教师设“陷”：因此，凡是形②的方程一定是圆的方程(停顿，意在

让学生发现问题．学生窃窃私语，争议质疑)．
辨疑：原命题成立不保证逆命题成立．
(5)点题：研究形②的方程表示圆的条件．
(6)任给形②的方程，你能转化为形①的方程吗？(学生动手，对困难者

提示用配方法)

(x +
D

2
) + (y +

E

2
) =

D

4
                             2 2

2 + −E F2 4
③

(7)教师设“陷”：既然任给形②的方程都能转化为形③的方程，形③又
同形①，因此形②总能表示一个圆(停顿，给学生质疑机会)．

(8)辨疑：形③与形①有差异，形①中，r＞0；形③中，
D E F2 2 4

4

+ −
未必大于 ，因此，“③总表示圆”有错。0

(9) D + E - 4F2 2引出对 的讨论。

7  巩固性提问
在授完新课之后，教师再针对本课的重点或难点变换角度提出问题，以

达到巩固知识、加深理解的目的．例如，在讲完“二次三项式因式分解”一
节后提问：“在 中， 、 、 各表示什么？”ax + bx + c = a(x - x )(x - x ) a x x2

1 2 1 2

使学生对各字母表示的意义有进一步的认识，提醒学生，分解式中的 a不能
漏掉．又如，在学完反比例函数一节后还可以问：“在一个函数关系中，如
果自变量 x缩小时函数值 y反而增大；自变量 x增大时函数值反而缩小，这
样的函数是反比例函数吗？”从而让学生抓住反比例函数的本质，巩固对反
比例函数的定义的掌握．
8  激疑性提问

宋代理学家朱熹说：“于无疑处生疑，方是进矣”，“读书无疑者，须
教有疑．有疑者无疑，至此方是长进．”教师若能在其似通非通，似懂非懂
时及时提出问题，然后与学生共同释疑，可收到事半功倍的效果．

例如，平行线的定义学生不难理解，学生也提不出什么问题．教师可反
过来问学生：“为什么要限定在同一平面内呢？”学生的思维就会向空间扩
展，搜寻或想像出反例，从而加强空间观念和对平行线的理解．

又如，在复习相似三角形的判定时不妨提出问题：
若两个三角形各有 5个元素(边、角)分别相等，这两个三角形全等吗？
起初，几乎所有学生会认为 5个元素中必然含有边的相等，所以两个三

角形全等．
这时教师可提出“对应相等”与“分别相等”有无区别的问题让学生思

考．于是，学生开始“无疑处生疑”，动脑筋思索，直至构造出反例：
△ABC 中，a=27，b=36，c=48
△A′B′C′中，a′=36，b′=48，c′=64
由于对应边成比例，两三角形相似，且 A=
A′，B=B′，C=C′，然而，a≠a′，b≠b′，c≠c′．显然，两三角形

不全等，但各有 5个元素分别相等．



从而，学生对于“对应”会有更深的了解．
总之，提问是数学课堂教学中一个不可或缺的教学组成，提问的艺术与

策略直接影响教学质量、教学效果．教无定法，教学有方，有益的提问方式
还待我们在实践中不断总结、探索、创新与完善．

参考文献
1  朱志嘉，马岷兴．数学思维教学概论．四川教育出版社，1994．
2  贾振堂，刘梦其．课堂提问的目的及最佳方法．数学教师．
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