


中学数学通用教案设计精编之三



复数的模与辐角主值的复习深化教案设计

复数的模与辐角的主值，是复数的重要概念，对于理解复数的几何意义
和进行运算都起着重要的作用。尽管学生有所认识，但是由于综合运用各科
知识的能力较差，所以解题容易出错。本设计以一题多解的形式，探讨一下
怎样深化复数的模与辐角主值的复习教学。
【题目】设复数 z1=cosθ+isinθ，（0≤θ＜π，θ≠π/2）、z2=z1i+1，

z1，z2分别对应复平面上的点 A、B，O为坐标原点，∠AOB=α（0≤α＜π），

求角α的大小。
一、应用三角公式化复数为三角式
解法一（分析：因为复数 z1、z2分别对应复平面上的点 A，B所以∠AOB

可以用 argz1与 argz2的差来表示。关键是把 z2化为三角式并且判断 argz1
与 argz2的大小。）
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这种用复数的辐角主值的差来确定夹角α的方法，思路清晰，但是将 z2
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用三角变换公式，记住复数三角式的特点，并且善于讨论参数的范围，才能
正确作出解答。
二、应用复数除法法则
解法二（分析：若 argz2＞argz1，则由复数除法的几何意义可知：
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这种由复数的商的辐角主值来确定夹角α的方法，是建立在对于复数相
除的几何意义有着深刻理解的基础上的。与解法一相比较，思路要复杂些，
因为两个复数的辐角主值的差是通过两个复数的商的辐角主值来体现的。这

样，对于③式来说，不仅要判断 （
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）的值的符号还要分析
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的范围，没有较强的分析能力与扎实的基础知识是容易弄错的。
另解：若从 z1/z2入手，则由于
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由以上的两种求商的不同解法可知，只要对复数相除的几何意义以及辐
角主值范围有透彻的理解，都能够求出α的大小。同时，通过逆向思维，加
深了对复数主值范围的理解，使感性知识上升为理性知识。
三、应用向量加法法则

解法三：（分析：∵ ， θ， ≤θ＜π，θ≠
π
，|z |= 1 argz = 01 1 2

|z1i|=|z1|=1，∴z2=z1i+1 可以运用向量加法的平行四边形法则作出菱形，

易知 z2对应的向量 OB 相应于菱形的对角线 OB，又因为arg（z1i）=θ+π/2，

所以 argz2就可以求出来了。）

∵z1=cosθ+isinθ，0＜θ＜π，且θ≠π/2。
z2=z1i+1，

∴|z1|=1，|z1i|=1。
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这种应用向量的有向性来确定夹角α的方法，要求学生对复数的几何意
义理解清楚，对向量加法法则运用熟悉，作图准确，并且对θ的分区合理。
这样，既加深了对数形结合的认识，又提高了解题的技巧。



四、应用余弦定理
解法四（分析：因为∠AOB 是△AOB 的内角，所以，只要求出各边的长
度，即各相应向量所对应的复数的模，则能应用余弦定理求解。）
∵z1=cosθ+isinθ，（0≤θ＜π，θ≠π/2），

∴z2=z1i+1=1-sinθ+icosθ。

z2-z1=1-sinθ-cosθ+i（cosθ-sinθ）。
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这种应用余弦定理来确定夹角α的方法，学生容易接受，但是在求|AB|
即|z2-z1|时，容易算错。此外，有的学生演算到⑦式再也不懂得如何做下去

了。说明他们对于角θ，α的范围与关系认识不清，三角函数式的变换能力
差，需要进一步落实双基与加强知识迁移能力的培养。
五、应用两条直线的夹角公式
解法五：（分析：因 OA，OB 的方向可以用直线 OA，OB 的斜率表示，所
以∠AOB 就可以用两条直线的夹角公式求解。）
∵z1=cosθ+isinθ，（0≤θ＜π，θ≠π/2），与 z2=z1i+1=1-sinθ

+icosθ分别对应复平面上的点 A与 B。
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这种解法，以平面解析几何中两条直线的夹角公式为基础，以三角变换
为工具，脉络清楚，把复数、三角、解析几何的知识有机地结合起来，得到
很好的效果。
从以上的五个方面，可以看出，对于复数的模与辐角的主值范围的复习
教学，单凭定义上的理解是不够的。若将其与三角、解析几何等有关知识联
系起来，综合运用其内涵与外延，那么，学生对于复数的模与辐角主值概念
的理解与应用将达到了一个新的境界。这样对于拓宽学生的解题思路，提高
其分析问题与解决问题的能力都将起到积极的作用。



复数的模与辐角内容分析及教案设计

一、内容分析
复数的模与辐角是复数三角形式表示的两个基本元素，它分别与复数代
数形式表示的实虚部、向量形式表示的乘除运算以及复数本身表示的互为共
轭复数的积等都是有机联系着的。要求学生能够“掌握复数的代数、几何、
三角表示及其转换。”
复数没有大小，但复数的模与辐角主值有大小。所以复数的模与辐角主
值常与函数的最值相结合，在求最值时，除了代数、三角的常规方法外，还
需注意几何法及不等式||z1|-|z2||≤|z1±z2|≤|z1|+|z2|的运用。

复数与复平面上的点以及原点为始点的向量之间具有一一对应的关系，
因此复数的向量表示及其几何意义与解析几何中点的坐标、距离等问题相互
联系，有些复数模的方程的几何意义表示曲线，求满足某种条件的复数，实
际上是求曲线交点所对应的复数，往往通过数形结合加以解决。
总之，复数内容具有综合性；解决复数问题的方法具有选择性，这两者
往往与复数的模及辐角有机相联，既体现了综合运用基本知识及其基本技
能，又有效地发展逻辑思维及综合分析问题的能力。
二、教学方案
课题：复数的模与辐角。
课型：复习课。
教学目的：使学生掌握复数的模与辐角及其在代数、几何、三角形式相
互转换方面的运用。
教学方法：程序教学法。
（一）引入
1.师：前面我们复习了复数的三角形式，大家知道，模与辐角是复数三
角形式表示的两个基本元素，那么请同学们考虑：它们与复数代数形式表示
的实、虚部以及向量表示的乘除运算是否有联系，有什么联系？
生：有 z=a+bi=r（cosθ+isinθ）中 a=rcosθ，b=rsinθ，r=a2+b2，
乘除运算可以表示成复平面上向量的旋转与伸缩。
师：对，另外模与复数本身表示的互为共轭复数的积等都有一定的联系：
zz=|z|2=|z|2，即“模方公式”。
2.师：下面请做练习：
（1）若虚数 z=a+bi（a，b∈R，b≠0），则|z2|、|z|2、z2的关系是（    ）。
A.互不相等 B.|z2|≠|z|2=z2

C.|z2|=|z|2≠z2 D.|z2|=|z|2=z2

（2）设复数 z的辐角主值是 0，则 z2 的辐角主值是（    ）。
A.2θ B.2θ-2π
C.2π-θ D.2θ或 2θ-2π
检查学生答案后提问：那么“复数的模”与“实数的绝对值”以及“辐
角”与“辐角主值”各有什么关系呢？
生：（教师帮助概括）对于z=a+bi（a，b∈R）来说，当 b=0 时，则 z=a+bi
是一个实数 a，它的模就是|a|，这与实数意义上的绝对值一致，与 b≠0 时
的几何意义亦相同，都表示其对应的点到坐标原点的距离，因此，复数的模
是实数绝对值概念的扩充，但实数中绝对值的性质对于复数模来讲未必都成



立，例如|z|=±z、|z|2=z2，在复数范围内不成立。
argz=argz+2kπ（k∈R），其中 argz∈[0，2π），被某一非零复数唯
一确定，但并非一一对应。
下面来进一步探求解决有关复数模与辐角问题的基本思路与方法。
（二）授课
（三）练习（课内或课外）
已知复数 z满足 zz-3iz=1+3i，求 z的模和辐角的主值。
解：z=-1 或 z=-1+3i
当 z=-1 时，|z|=1，argz=π
当 z=-1+3i 时，|z|=10，argz=π-arctg3。
证明：本题除了可设 z=x+yi（x，y∈R）代入求解还可以将关系 f（z）
=0，两边取共轭得到一个与之对应的关系式，f（z）=0，即“共轭配对”，
然后通过两式的合成运算使问题得解。
（四）小结
回顾本课题的解题思路和方法，提倡“总结（解题）规律，形成（解题）
模式，产生知识，解题就方便。”
（杨正勋王慧）



一元 n 次方程根与系数的关系教案设计

【教学目的】通过教学让学生明确一元 n次方程的根与系数的关系是一
元二次方程的根与系数关系的推广，通过证明让学生理解韦达定理的实质，
并会正确应用定理来解题。
【教学重点和难点】重点是根与系数的关系，难点是根与系数关系的
证明。
【教学过程】
一、复习提问
1.定理 1及定理 2的内容及作用。
定理 1  一元 n次方程 f（x）=0 有一个根 x=b 的充要条件是多项式 f（x）
有一个一次因式（x-b）。
定理 2  复系数一元 n次方程 f（x）=0 在复数集中有且仅有 n个根。
定理 1指出寻求方程根的方法，而定理 2只解决根的存在性及根的个数。
2.一元二次方程 ax2+bx+c=0（a≠0）的根与系数之间有什么关系？如何
证明？
设二根为 x1和 x2，则根与系数间关系为：

x + x = -
b

a

x x =
c

a

1 2

1 2· 称韦达定理。`


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证明：若 x1和 x2是 ax2+bx+c=0（a≠0）的两个根，则根据定理 1 得到

ax2+bx+c=a（x-x1）（x-x2）。∵a≠0

∴ （ ） ，对比系数得到：x +
b

a
x +

c

a
= x - x x + x x + x x x + x = -

b

a2
2

1 2 1 2 1 2

x x =
c

a
n1 2· ，同理对一元 次方程的根与系数之间仍存在这个关系。

二、引入新课
三、小结
韦达定理中诸关系式是 n 个 n 元方程，仍无法解出各根，故与解一元 n
次方程是等价问题，只有给出了各根之间满足的某些条件时，应用根与系数
的关系，才能求出方程的解集，在应用时注意符号的规律。这个定理的逆命
题也成立，即对于任何一元 n次方程 f（x）=anxn+an-1xn-1+⋯+a1x+a0=0 如果

有 n个数 x1，x2，⋯，xn满足诸关系式，那么 x1，x2，⋯，xn一定是方程 f

（x）=0 的根。
四、作业

（王秋芳）



韦达定理的应用教案设计

【教学目的】让学生进一步理解韦达定理的实质是反映出由 n个根与系
数构成了 n个 n元方程组，与解一元 n次方程是完全等价的问题。因而只利
用根与系数之关系并不能解决一元 n次方程求根的问题。只有当给出了各根
之间满足的某些条件时才能应用韦选定理求方程的解集。
【教学重点和难点】重点是韦达定理的应用，难点是灵活应用韦达定
理解综合性题。
【教学过程】
一、复习提问
1.韦达定理及其作用。
2.已知方程 x3+p1x2+p2x+p3=0，的根为α、β、γ，则由韦达定理，得

α β γ （ ）

αβ αγ βγ （ ）

αβγ （ ）

+ + = -p 1

+ + = p  2

= -p  3

2

3


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




下面解含α、β、γ的方程组，结果说明什么问题？
解：（1）×α2得α3+α2β+α2γ=-p1α2 （4）

（2）×（-α）得-α2β-αβγ-α2γ=-αp2 （5）

（3）+（4）+（5）得α3+p1α2+p2α+p3=0 这个结果与原方程完全相同，

说明如果我们没有办法解出原方程时，同样从这三个根与系数的关系仍不能
解出它的根来，只有当给出各根之间具有某种特殊关系时，应用根与系数之
关系才能求出方程的根。
二、引入新课——韦达定理的应用
三、小结
1.已知方程的根与系数具有某种关系时应用韦达定理转化为解方程组的
问题求解，当未知数的个数少于方程组中方程个数时，要适当选择方程组求
解，之后必须通过检验该解满足余下的方程才是原方程的解。
2.应用韦达定理确定方程中的参数。
四、作业（略）

（王秋芳）



实系数方程虚根成对定理教案设计

【教学目的】掌握实系数方程虚根成对定理并会运用定理求实系数方程
在复数集 C中的解集。
【教学重点和难点】重点是定理的正确应用：突出强调定理中的条件
是实系数方程；难点是定理的证明过程。
【教学过程】
一、复习提问
二、引入新课
三、小结
注意定理中的条件“实系数方程”必不可少，若为复系数方程则没有“虚
根成对共轭出现”的结论，应用此定理解方程时要特别注意。
四、作业
1.复习实系数方程虚根成对定理。
2.求证实系数一元 n次方程在 n为奇数时有奇数个实根；在 n为偶数时
有偶数个实根，或者没有实根。[提示：应用实系数一元 n次方程有且仅有 n
个复数根，而且虚根是成对出现，说明虚根只能是偶数个（包括 0个），所
以当 n为奇数时，由于奇数与偶数之差为奇数，从而有奇数个实根。当 n为
偶数时，由于偶数与偶数之差仍为偶数，从而有偶数个实根（包括没有实数
根）]
3.根据已知条件求下列方程在复数集 C中解集。

（王秋芳）



实系数方程虚根成对定理的应用教案设计

【教学目的】应用实系数方程虚根成对定理求实系数方程在复数集 C中
的解集并会求次数最低的实系数方程。
【教学重点和难点】重点是利用实系数方程虚根成对定理解实系数方
程，难点是应用虚根成对定理进行论证。
【教学过程】
一、复习提问
1.叙述实系数方程虚根成对定理以及它的作用。
2.求证实系数一元 n次方程在 n为奇数时有奇数个实数根；在 n为偶数
时有偶数个实根，或者没有实根（即前节课后作业题）。
证明：因为实系数一元 n次方程有且只有 n个复数根，而且虚根又是成
对出现的，说明虚根只能是偶数个（包括 0个）所以当 n为奇数时由于奇数
与偶数之差为奇数，从而有奇数个实根，当 n为偶数时由于偶数与偶数之差
仍为偶数，从而有偶数个实根（包括没有实数根）。
二、引入新课——习题课
三、小结
（1）只有对实系数方程才能应用虚根成对定理。
（2）已知实系数方程在复数集 C中有虚根时，可以应用虚根成对定理求
次数最低的实系数方程。
（3）灵活应用根与系数的关系及实系数方程虚根成对定理求方和在复数
集 C中的解集。
四、作业
1.求次数最低的实系数方程 f（x）=0，已知它在复数集 C中的解集含有
下列数：
（1）3+2i（答：x2-6x+13=0）
（2）-2，1-i（答：x3-2x+4=0）
（3）2+i，-1+i（答：x4-2x3-x2+2x+10=0）

（ ） （答： ）4 2 2 2 2 2 2 03 2, I x x x− + − =

（王秋芳）



加法原理和乘法原理教案设计

【教学目的】
1.使学生理解和掌握加法原理和乘法原理并能准确、熟练地运用两个基
本原理。
2.加强对学生思维条理性的训练，培养学生分析问题、解决问题的能力。
【教学重点和难点】重点是两个基本原理的应用，难点是对两个基本
原理的准确理解。
【教学过程】
一、讲授新课
加法原理和乘法原理是有关排列、组合问题所遵循的两条基本原理，深
入理解和准确运用这两个原理是学好排列、组合这一单元的重要一环。
请同学们考虑下面两个问题：
问题 1  从甲地到乙地，旱路有 3条，水路有 2 条，间从甲地到乙地共
有多少种不同的走法？
从图中很容易找到答案：从甲地到乙地共有 5种不同的走法。
问题 2  由 A 村到 B村的路有 3条，由 B村到 C 村的路有 2 条，问从 A
村经过 B村到达 C村共有多少种不同的走法？
从图中不难看出此题的答案是：共有 6种不同的走法。
我们从上面两个问题中可以抽象出一般性的规律，得出以下的结论：
（一）完成一件工作的两种不同的方式。
问题 1和问题 2的共同之处在于：它们都是在研究做一件事（或工作）
完成它共有多少种不同的方法？这两个问题的不同点是完成工作的方式不
同。
问题 1中的每条旱路或水路都可以从甲地直接到达乙地，其中旱路和水
路只不过是完成从甲地到乙地这件工作的两类不同的办法。
问题 2中的从 A村到 B村的 3条路和从 B村到 C村的 2条路的任意一条
路都不能把从 A村经过 B村到达 C村这件工作做完，只能完成这件工作的一
部分。问题 2中的工作是分两个步骤完成的：第一步从 A村到达 B村，第二
步从 B村到达 C村。
我们不难总结出：完成一件工作有以下两种不同的方式：
第一种方式：用不同类的办法去完成一件工作，每类办法中的任意一种
方法都可以从头至尾把这件工作做完。
第二种方式：分成几个步骤去完成一件工作，每个步骤中的任意一种方
法只能完成这件工作的一部分，这几个步骤都完成了，这件工作才能做完。
（二）加法原理和乘法原理。
下面我们来研究：完成一件工作的不同方法的总数怎样计算：
问题 1的答案是共有 5种不同的走法，已知旱路 3条，水路 2条，显然
5=3+2。
问题 2的答案是共有 6种不同的走法，已知从 A 村到 B村 3条路，从 B
村到 C村 2条路，显然 6=3×2。
总结一般规律如下：
加法原理  做一件事，完成它有n类办法，其中第一类办法中有 m1种方

法，第二类中有 m2种方法⋯⋯，第 n类办法中有 mn种方法，那么完成这件事



共有 N=m1+m2+⋯+mn种不同的方法。

如问题 1从甲地到乙地的走法可以分为两类：
第一类办法是走旱路有 3种不同的走法。
第二类办法是走水路有 2种不同的走法。
由加法原理共有 3+2=5 种不同的走法。
乘法原理  做一件事，完成它需要分成 n个步骤，第一个步骤有 m1种不

同的方法，第二个步骤有 m2种不同的方法⋯⋯，第 n个步骤有 mn种不同的方

法，那么完成这件事共有 N=m1·m2⋯⋯mn种不同的方法。

如问题 2从 A村经过 B村到达 C村可分为两个步骤完成：
第一步 A村→B村，有 3种不同的走法。
第二步 B村→C村，有 2种不同的走法。
由乘法原理，共有 3×2=6 种不同的走法。
例 1  从甲地到乙地可以乘火车，也可以乘汽车或轮船。一天中火车有 4
班，汽车有 2班，轮船有 3班，那么一天中，乘坐这些交通工具从甲地到乙
地共有多少种不同的走法？
解：完成由甲地到乙地这件事有三类办法：
第一类办法坐火车，一天中有 4种不同走法。
第二类办法坐汽车，一天中有 2种不同走法。
第三类办法坐轮船，一天中有 3种不同走法。
由加法原理得：4+2+3=9
答：有 9种不同的走法。
例 2由数字 1、2、3、4、5可以组成多少个允许有重复数字的三位数？
无重复数字的三位数？
解：（1）组成允许有重复数字的三位数这件事可分三个步骤完成：
第一步确定百位上的数字：有 5种不同方法。
第二步确定十位上的数字：有 5种不同方法。
第三步确定个位数字：有 5种不同方法。
由乘法原理：5×5×5=125。
答：可组成允许有重复数字的三位数 125 个。
此题第（2）问由同学们自己完成，提醒大家注意：允许有重复数字和无
重复数字这两个条件的区别。第（2）问答案是 60 个。
（三）运用两个基本原理时要注意以下几点：
1.抓住两个基本原理的区别不要用混，不同类的方法（其中每一个方法
都能把事情从头至尾做完）数之间做加法，不同步的方法（其中每一个方法
都只能完成这件事的一部分）数之间做乘法。
2.在研究完成一件工作的不同方法数时，要遵循“不重不漏”的原则。
如：从若干件产品中抽出几件产品来检验，把抽出的产品中至多有 2件
次品的抽法分为两类：第一类抽出的产品中有 2件次品，第二类抽出的产品
中有一件次品，这样的分类显然漏掉了抽出的产品中无次品的情况。
又如：把能被 2、被 3或被 6整除的数分为三类：第一类能被 2 整除的
数，第二类能被 3整除的数，第三类能被 6整除的数，其中第一类、第二类
都和第三类有重复，这样分类是不行的。
3.在运用乘法原理时，要注意每个步骤都做完这件事也必须完成，而且



前面一个步骤中的每一种方法，在下个步骤中都得有 m种不同的方法。
二、巩固练习
1.书架上层放有 6本不同的数学书，下层放有 5本不同的语文书：
（1）从中任取一本书，有多少种不同的取法？
（2）从中任取数学、语文书各一本，有多少种不同的取法？（答案：（1）
11 种，（2）30 种。）
2.有三个袋子，其中一个袋子装有红色小球 20 个，每个球上标有 1 至
20 中的一个号码，一个袋子装有白色小球 15 个，每个小球上标有 1至 15 中
的一个号码。第三个袋子装有 8个黄色小球，每个球上标有 1至 8中的一个
号码。
（1）从袋子里任取一个小球，有多少种不同的取法？（2）从袋子里任
取红、白、黄色小球各一个，有多少种不同的取法？（答案：（1）43 种，
（2）2400 种）
三、布置作业
1.复习本节内容：读书和看笔记。
2.做教科书 2.1 基本原理后的练习 1至 7题。（答案：1.有 9 种选法；
2.有 7 种选法；3.列出 200 个式子；4.共有 60 项；5.有 14 种走法；6.（1）
9 种，（2）20 种；7.（1）有 6种，（2）有 8种）
3.预习 2.2 排列（要求看书）

（邵光砚）



排列数公式教案设计（一）

【教学目的】
1.使学生在正确理解排列概念的基础上能从乘法原理推导出排列数公
式，能熟练地运用符号 Pmn，并能初步运用排列数公式解题。

2.培养学生分析问题、解决问题的能力。
【教学重点】排列数公式的初步运用。
【教学过程】
一、复习提问
从张、王、李、赵四位同学中选出 3位同学分别担任团支书、组委和宣
委，问有多少种不同的选法？并把所有的可能性不重漏地写出来（按支书、
组委、宣委顺序写）
解：分三个步骤完成
第一步选团支书：有 4种选法。
第二步选组委：有 3种选法。
第三步选宣委：有 2种选法。
4×3×2=24
答：有 24 种不同的选法。
（所有可能的选举结果略）
二、讲解新课
在上面问题的答案中，张王赵是一个排列，所有不同的排列总数是 24，
我们把 24 这个数叫做从 4个不同元素中任取 3个元素的排列数，记做 P34即

P34=24。

本节课，我们给出排列数的一般的定义，并推导出无重复元素的排列数
公式。
（一）排列数公式
1.排列数定义：
从 n 个不同元素中任取 m（m≤n）个元素的所有排列的个数叫做从 n 个
不同元素中任取 m个元素的排列数，记做 Pmn。

“排列”的第一个字母
m，n所满足的条件是：①m∈N，n∈N；②m≤n。
如：对于 P5n必有①n∈N；②n≥5。

2.无重复元素的排列数公式的推导。
在解决提问中的不同选法的计算时，我们所用的方法叫做占位法，这是
解决排列问题的最基本的方法，但求解过程较繁，下面我们来推导 Pmn的计

算公式，以使今后的解题过程简化。
一般地，从 n个不同元素中任取 m个不同元素的排列数可用占位法计算
如下：
解：分 m个步骤完成：
第一步确定第一个位置上的元素：有 n种方法。
第二步确定第二个位置上的元素：有（n-1）种方法。
第三步确定第三个位置上的元素：有（n-2）种方法。
⋯⋯第 m步确定第 m个位置上的元素：有[n-（m-1）]=（n-m+1）种方法。



由乘法原理得出：
Pmn=n（n-1）（n-2）⋯（n-m+1）

公式的特点：
1.m 个连续自然数的连乘积；
2.最大因数为 n，以下依次减 1，最小的因数是（n-m+1）。
由公式很容易计算出：P34=4×3×2=24。

3.排列数公式的阶乘形式。
1）全排列：从 n个不同元素中每次取出 n个不同元素的排列称为 n个元
素的全排列，显然全排列
Pnn=n（n-1）（n-2）⋯2·1

2）阶乘：自然数 1到 n的连乘积 1×2×3×⋯×n称为 n的阶乘，记做
n！规定 0！=1。
即：1×2×3×⋯×n=n！，显然 Pnn=n！

3）无重复元素的排列数公式的阶乘形式。
∵Pmn=[n（-1）（n-2）⋯（n-m+1）]

[（n-m）（n-m-1）⋯2·1]
/（n-m）（n-m-1）⋯ 2·1
4.无重复元素的排列数公式两种不同形式的应用。
三、巩固练习
教科书 2.3 排列数公式后练习第 2（单数题）、4、5、6题。
四、布置作业

（邵光砚）



排列数公式教案设计（二）

【教学目的】
1.使学生能熟练地运用排列数公式和基本原理解较简单的排列问题。
2.加深学生对排列概念的理解，提高学生动用基本知识解决实际问题的
能力。
【教学难点】
1）正确理解“不同位置”的含义。
2）有条件限制的排列问题的解法。
【教学过程】
一、复习排列数公式，讲评作业。
二、讲解新课
上节课我们讲了排列数公式的第一个问题
（一）排列数公式，今天我们着重讲解有关排列的应用问题的解法。
（二）有关排列的应用题：
有关排列的应用题可以分为两大类：
1.无条件限制的排列问题：
解题关键：1）确定该题是否是排列问题。
2）正确地找出 m、n的值。
3）准确地运用两个基本原理。
例 1  信号兵用红、黄、兰三面旗从上到下挂在竖直的旗杆上表示信号，
每次可以挂一面、二面、或三面，并且不同的顺序表示不同的信号，一共可
以表示多少种不同的信号？
分析：提出下列问题让学生回答：
1）要做一件什么事？怎样就叫把这件事做完了？
2）什么叫不同的信号？为什么是排列问题？
3）如何求解？
解：分为三类
第一类挂一面旗：有 P13种信号，

第二类挂二面旗：有 P23种信号，

第三类挂三面旗：有 P33种信号。

由加法原理：P13+P23+P33=15

答：可以表示 15 种不同的信号。
例 2  10 个人走进只有 6把椅子的屋子，若每把椅子必须且只能坐 1个
人，问有多少种不同的坐法？
分析：坐在椅子上的 6 个人是走进屋子的 10 个人中的任意 6 个人，若
我们把人抽象地看做元素，把 6把椅子当成 6个不同的位置，则例 2就抽象
为：从 10 个不同元素中任取 6个元素占据 6个不同的位置，显然是从 10 个
元素中任取 6个元素的排列问题。
解：P610=10×9×8×7×6×5=151200

答：有 151200 种不同的坐法。
在这一类问题中有两种不同的对象。如：人和椅子，一般处理方法是：
把其中一种对象（数量较多者）当做元素，另一种对象则当做位置。



如：在 7本不同的书中任选 5本借给 5名同学，每人必须且只能借一本，
问有多少种不同的借法？
把 7本书当做 7个元素，5名同学当做 5个位置，则此题答案是：P57=2520

种借法。
把例 2改为：6个人走进放有 10 把椅子的屋子，若每人必须且只能坐一
把椅子，问有多少种不同的坐法？（请同学们自己分析和回答这个题，答案
P610=151200）

2.有条件限制的排列问题：
这里所说的限制表现为：某位置上不能排某元素，或某元素只能排在某
位置上。
这一类问题常用的不同解法有三种，下面我们就一个具体例题加以说
明。
例 1  用 0 到 9 这十个数字可组成多少个无重复数字的四位数。
分析：做图示：千位 百位 十位 个位

不
能
排
0

条件限制：千位上不能排 0，或说千位上只能排 1 到 9 这九个数字中的
一个。
解法一：分步完成：第一步选元素占据特殊位置，第二步选元素占据其
余位置。
此解法着眼于有条件限制的特殊位置。
解：分两步完成。
第一步从 1到 9这九个数字中任选一个占据千位，有 P19种方法。

第二步从余下的九个数（包括数字 0）中任选 3 个占据百、十、个位，
有 P39种方法。

由乘法定理：P19P39=9×9×8×7=4536。

答：可组成 4536 个无重复数字的四位数。
解法二：对于某元素只能占据某位置的排列可分步完成：第一步让特殊
元素先占位，第二步让其余元素占位。
此种解法着眼于有位置限制的特殊元素。
分析：在所给元素中 0是有位置限制的特殊元素。在组成的四位数中，
有一类根本无 0元素，另一类含有 0元素，而此时 0元素只能占据百、十、
个三个位置之上。
解：组成的四位数分为两类：
第一类不含 0的四位数有 P49个。

第二类含 0的四位数的组成分为两步：
第一步让 0占位有 P13种占法。

第二步让其余 9个数占位有 P39种占法。

∴含 0的四位数有 P13P39个。

由加法原理：P49+P13P39=4536 答：（略）



解法三：从无条件限制的排列总数中减去不合要求的排列数（称为排除
法）。
此题中不合要求的排列即为 0占据千位的排列。
解：从 0到 9十个数中任取 4个数的排列总数为 P410，其中 0 在千位的

有 P39个。

P410-P39=4536 答：（略）

用解法三时要特别注意不合要求的排列有哪几种？要做到不重漏。
三、巩固练习
教科书§3排列数公式后的练习第 7题。
7.从 4 种蔬菜品种中选出 3种，分别种植在不同土质的 3块土地上，有
多少种种植方法？答案：P34=24。

补充题。用 1、2、3、4、5这五个数字，可组成多少个无重复数字的比
2000 大的四位数？（要求用三种方法求解）
答案：（法一）P14P34=96
（法二）P44+P13P34=96
（法三）P45-P34=96

四、布置作业
教科书习题三：5、8、9、10（1）。要求一题多解。
答案：5.P35=60。8.（1）P56=720，（2）P15P45=600 或 P55+P14P45=600

或 P56-P45=600。9.（1）P15+P25+P35+P45+P55=325，（2）P13P33+P14P44=114。

10.（1）P66=720

（邵光砚）



排列数公式教案设计（三）

【教学目的】
1.使学生掌握有条件限制的排列问题的解法，并能独立地解较复杂的排
列问题。
2.培养学生分析问题、解决问题的能力。
【教学难点】较复杂的排列问题的分析和求解，不重不漏原则的贯彻。
【教学过程】
一、复习提问
用三种方法解下列习题：7 个人排成一排照像，甲不站在中间也不站在
两端，问可照出多少张不同的像片？
（法一）P36P44=2880

（法二）P14P66=2880

（法三）P77-3P66=2880。

二、讲新课
（注：为节省时间，本节课中的各题都只列式不求值）
在解有条件限制的排列问题时，首先要把条件限制分析透，可用图示把
特殊位置和特殊元素标明，还要时刻注意不重不漏，和由题目具体条件选择
最佳解题方法。下面我们继续上节课讨论有条件限制的排列问题的解法。
三、巩固练习
1.7 个人排成一列，
（1）如果甲、乙不站在两端，有多少种不同的排法？（2）如果甲、乙、
丙三人必须相邻，有多少种不同的排法？（3）如果7个人中有 4男 3女，要
求男、女相间，有多少种不同的排法？
答案：（1）P25P55=2400，（2）P55P33=720，

（3）P33P44=144。

四、布置作业
1.做排列问题的总复习。
2.复习参考题二：4、19、21、23。

（邵光砚）



组合、组合数公式教案设计

【教学目的】
1.使学生正确理解并初步掌握组合的概念，排列和组合之间的区别。
2.使学生能初步掌握和运用组合数公式，组合数与排列数之间的关系。
3.教会学生掌握类比的学习方法。
【教学重点和难点】
重点是组合与排列的区别和相互联系以及组合数公式的运用。难点是不
重不漏地写出所有组合数。
【教学过程】
一、组合部分内容简介：
有关排列的问题我们学习了以下几个内容：
1.概念和符号：一个排列定义、排列数定义及符号 Pmn。

2.排列数公式：公式推导，公式两种形式的应用。
3.有关排列的应用题：无条件限制和有条件限制的排列问题。
在将要学习的组合这部分内容中仍然涉及到和上面类似的三个问题即：
概念、公式、应用题，另外还有在排列中不曾研究过的组合数的性质。因此，
同学们在学习有关组合的知识时，要注意到组合与排列这两部分内容的相
近，尤其要注意到它们之间的概念上的本质区别，运用类比的学习方法，必
会收到学会新知识又巩固了旧知识的效果。
二、组合
（一）让同学们自己看书学习，提出如下思考题：
1.举例说明（不要用书上的例题）一个组合的定义并回答：在从 n个不
同元素中任取 m（m≤n）个元素的组合中什么叫不同的组合？
2.一个组合和一个排列的定义有何不同？
3.怎样才能不重不漏地写出所有符合条件的组合？
（二）由同学回答 1和 2两个问题，并提出下列练习做为检查。
1.从 a，b，c，d 四个元素中任取出 3个元素的一个组合，可以组成从 a，
b，c，d四个元素中任取 3个元素的几个排列？（以任何一个组合为例均可）
2.下面的问题中，哪一问是排列问题？哪一问是组合问题？
1）一条铁路线上有 5个火车站：
①需准备多少种不同的普通客车票？②有多少种票价不同的普通客车
票？
2）平面上有 5个点（无三点共线）
①过任意两点可连多少条线段？
②以其中任意一个点为端点过另外一点可做多少条射线？3）某班 45 个
同学：
①选出 5人来组成班委会，共有多少种选法？
②选出 5人来分别担任正、副班长、学习委员、宣传委员、体育委员，
有多少种不同的选法？
答：排列：1）①  2）②  3）②
组合：1）②  2）①  3）①。
（三）引导学生看书上的示意图，讨论如何把书中写出所有符合条件的
组合的方法推广。



三、组合数公式：
（一）组合数定义及符号：
（定义由同学自己看书）
（m∈Z-，n∈N，M≤n）
（二）组合数与排列数之间的关系。
四、巩固练习
教科书 2.6 组合数的两个性质后的练习：1、2、4、5、（1）、（2）、
（4）、（5）、（6）。
五、布置作业

（邵光砚）



复习总结二项式定理教案设计

【教学目的】
1.小结二项式定理，二项式系数的性质及它们的应用。
2.指导学生对本节的基本概念和基本公式进行总结和深化。
3.指导学生对本节的基本题型进行总结，提高解题能力。
【教学重点】有关重点概念和应用。
【教学过程】
一、复习总结有关概念
（可采取提问的方式）
（1）什么叫二项式定理，定理的实际含义是什么，公式的条件是什么。
（2）二项式的展开式的规律是什么？
（3）两个重要常见的二项式的展开式是什么？
（4）下列二项式的展开式相同吗？它们的通项相同吗？
二、有关二项式定理的题型总结
（可采取提问）
（1）二项式定理的应用：
答：结合本节习题和补充题：可总结为它能解决下类题型：
①求展开式，
②近似计算，
③证明有关的整除问题，
④证明恒等式，
⑤证明有关的不等式。
（2）通项公式的应用：
答：它能解决下类题型：
①求展开式的某项，
②求含 xr的项（当 r=0 时为常数项），
③根据某种条件先求 n或 r；再求符合条件的某种项。
（3）二项式系数的性质的应用：
答：它能解决下类题型：
①有关中间项，及二项式系数最大的项的问题，
②有关组合等式的证明。
复习结束后，布置下面一组题作为本节的检查题：

（王锡泽）



“随机事件的概率”教案设计

【教学目的】使学生了解一个随机事件的发生既有随机性，又在大量重
复试验中存在着一种客观规律性——频率的稳定性，以引出随机事件概率的
意义和计算方法。
【教学重点和难点】深刻理解随机事件在试验中发生的可能性大小的
刻划方法，是用客观存在着的一个小于 1的正数来表示。
（教学方法：讲授法。）
【教学过程】
一、前言
从这节开始，大约用 12 课时来学习一个新的数学分支——“概率论”初
步。“概率论”是研究随机现象规律性的科学，随着现代科学技术的发展，
“概率论”在自然科学、社会科学和工农业生产中得到了越来越广泛的应用。
在现实世界中，随机现象是广泛存在的，而“概率论”正是一门从数量这一
侧面研究随机现象规律性的数学学科。学习这一章之后对有些事件的发生或
不发生或发生的可能性是百分之几有个估计和推算。这对是否能完成某一任
务有一定的了解。从而增强在工作中的主动性，减少在工作中的盲目性，使
工作能达到预想的最好结果。
二、新课引入
在实际生活中，往往在完全相同的综合条件下出现的结果是不相同的。
为了叙述的方便，我们把条件每实现一次，叫做进行一次试验，试验的结果
中所发生的现象叫做事件。由于在一定的条件下某些结果是一定发生或一定
不发生或可发生也可不发生，所以事件被分为必然事件、不可能事件和随机
事件三种。
这节课要通过几个实例说明现实生活中确实存在着以上三种事件；这节
课还要通过实例说明一个随机事件的发生是存在着统计规律性的，一个随机
事件发生的频率总是在某个常数附近摆。我们给这个常数取一个名字，叫做
这个随机事件的概率。它从数量上反映了这个事件发生的可能性的大小。
三、进行新课
1.事件：在一定的条件下所出现的某种结果叫做事件。
事件共分三种：必然事件记作 U（在一定的条件下必然要发生的事件），
不可能事件记作 V（在一定的条件下不可能发生的事件）、随机事件记作 A、
B等（在一定的条件下可能发生也可能不发生的事件）。
2.随机事件在一次试验中是否发生不能事先确定，但是在大量重复试验
的情况下，它的发生具有一定的规律性，或称随机事件频率的稳定性，现在
引出概率的统计定义：在 n 次重复进行同一试验时，事件 A 发生的次数为 m
次，则称事件 A发生的频率 m/n 为事件 A的概率，记作 P（A）。
由于随机事件 A在各次试验中可能发生，也可能不发生，所以它在 n次
试验中发生的次数（称为频数）m可能等于 0（n次试验中 A一次也不发生），
可能等于 1（n 次试验中 A 只发生一次），⋯⋯也可能等于 n（n 次试验中 A
每次都发生）。我们说，事件A在 n次试验中发生的频数 m是一个随机变量，
它可能取得 0、1、2、⋯、n 这 n+1 个数中的任一个值。于是，随机事件 A
的频率 P（A）=m/n 也是一个随机变量，它可能取得的值介于 0与 1之间，即
0≤P（A）≤1。特别，必然事件的概率为 1，即 P（U）=1；不可能事件的概



率为 0，即 P（V）=0。这里说明随机事件的频率究竟取得什么值具有随机性。
然而，经验表明，当试验重复多次时随机事件的频率又具有稳定性。除教材
中抛掷钱币的实验结果外，这里我们再举一个例子。
例  进行这样的试验：从 0、1、2、⋯、9这十个数字中随机取一个数字，
重复进行这个试验 10000 次，将每次取得的数字依次记下来，我们就得到一
个包括 10000 个数字的“随机数表”。在这个随机数表里，可以发现 0、1、
2、⋯、9这十个数字中各个数字出现的频率稳定在 0.1 附近。现在我们把一
个随机数表等分为 10 段，每段包括 1000 个随机数，统计每 100 个随机数中
数字“7”出现的频率，得到如下的结果：
3.利用概率的统计定义，在计算每一个随机事件概率时都要通过大量重
复的试验，列出一个表格，从表格中找到某事件出现频率的近似值作为所求
概率。这从某种意义上说是很繁琐的。在下一节中介绍第二种求随机事件概
率的方法。
四、巩固新课
1.指导学生阅读课本，进一步了解随机事件 A发生的频率 m/n 总是接近
于某个常数，以加深对概率概念实质的理解。
2.提问：
（1）试举出两个必然事件和不可能事件的实例。
（2）不可能事件的概率为什么是 0？
（3）必然事件的概率为什么是 1？
（4）随机事件的概率为什么是小于 1的正数？它是否可能为负数？
五、小结
随机事件在现实世界中是广泛存在的。在一次试验中，事件是否发生虽
然带有偶然性，但在大量重复试验下，它的发生呈现出一定的规律性，即事
件发生的频率总是接近于某个常数，在它附近摆动，这个常数就叫做这一事
件的概率，记作 P（A）。
且 0≤P（A）≤1。
六、布置作业
1.指出下列事件是必然事件，不可能事件，还是随机事件：
（1）如果 a，b都是实数，那么 a·b=b·a。
（2）八月的北京气温在摄氏零下 40℃。
（3）校对印刷厂送来的清样，每一万字中有错、漏字 10 个。
2.两位同学各自进行一次抛掷硬币的实验，在抛掷 1000 次的情况下，统
计一下出现国徽面向上的次数 m，然后再计算 m/1000，以求得抛掷硬币事件
的统计概率，再把两位同学做出的结果作一比较。

（应惜亚）



等可能事件的概率讲练结合教案设计

【教学目的】通过等可能事件概念的讲解，使学生得到一种较简单的、
较现实的计算事件概率的方法。
【教学重点和难点】熟练、准确地掌握有关排列、组合的知识是顺利
求出等可能事件概率的重要方面。
（教学方法：讲练结合）
【教学过程】
一、复习提问
1.上节课布置作业的第 2题，每位同学得到的结果是否接近于同一个小
于 1 的正数 0.5？你们是否已经感觉到计算事件概率的繁琐性？大量重复的
试验是否可以避免？
2.上抛一个刻着 1、2、3、4、5、6字样的正六面体方块出现字样为“3”
的事件的概率是多少？出现字样为“0”的事件的概率是多少？上抛一个刻着
六个面都是“P”字样的正方体方块出现字样为“P”的事件的概率是多少？
二、新课引入
随机事件的概率，一般可能通过大量重复试验求得其近似值。但对于某
些随机事件，也可能不通过重复试验，而只通过对一次试验中可能出现的结
果的分析来计算其概率。这种计算随机事件概率的方法，比经过大量试验得
出来的概率，有更简便的运算过程；有更现实的计算方法。
这一节课程的学习，对有关的排列、组合的基本知识和基本思考问题的
方法有较高的要求，因此对于排列、组合还不十分熟悉的同学应当先补上这
一课。
三、进行新课
1.等可能事件的意义：对于有些随机试验来说，每次试验只可能出现有
限个不同的试验结果，而出现所有这些不同结果的可能性是相等的（或叫机
会均等原理）。
例如，从 52 张扑克牌中任意抽取一张（记作事件 A），那么不论抽到哪
一张都是机会均等的，也就是等可能性的，不论抽到哪一张花色的红心的牌
（记作事件 B）也都是等可能性的；又不论抽到哪一张印有“A”字样的牌（记
作事件 C）也都是等可能性的。下面我们给出事件 A、B、C 发生的概率的概
念和计算方法。
2.等可能性事件概率的计算方法（概率的古典定义）：如果一次试验中
共有 n种等可能出现的结果，其中事件 A包含的结果有 m种，那么事件 A的
概率 P（A）是 m/n（m≤n）。
在上例中：P（A）=52/52=1，
P（B）=13/52=1/4，
P（C）=4/52=1/13。
这里再介绍一种概率古典定义的叙述方法：若事件 A1，A2，A3，⋯，An

发生的机会是相同的，则称它们为等可能性事件，其中 Ai（i=1，2，⋯，n）

称为基本事件（n 为基本事件总数），如果事件 A 中包含的结果有其中的 m
种，那么事件 A的概率 P（A）=m/n，即



P A =
A

（ ）
所包含的基本事件数

基本事件的总数

四、小结
用这节中的观点求随机事件的概率时，首先对于在试验中出现的结果的
可能性认为是相等的；其次是通过一个比值的计算来确定随机事件的概率，
并不需要通过大量重复的试验。因此，从方法上来说这一节所提到的方法，
要比上一节所提到的方法简便得多，并且更具有实用价值。
五、布置作业
1.把 100 张已编号的卡片（从 1号到 100 号），从中任取 1张，计算：
（1）卡片号是偶数的概率；
（2）卡片号是 5的倍数的概率；
（3）卡片号是质数的概率；
（4）卡片号是 111 的概率；
（5）卡片号是 1的概率；
（6）卡片号是从 1号到 100 号中任意一号的数的概率。
2.一个均匀材料做的正方体玩具，各个面上分别标以数 1、2、3、4、5、
6。
（1）将这玩具抛掷 1次，朝上的一面出现偶数的概率是多少？
（2）将这玩具抛掷 2次，朝上的一面的数之和为 7的概率是多少？
（3）将这玩具抛掷 3次，朝上的一面的数之和为 10 的概率是多少？
3.某城市的电话号码由六个数字组成，每个数字可以是从 0到 9这十个
数字中的任一个，计算电话号码由六个不同数字组成的概率是多少？

（应惜亚）



概率的加法公式讲练结合教案设计

【教学目的】使学生了解概率加法公式的应用范围和具体运算法则。
【教学重点和难点】互斥（或称互不相容）事件的概念。
（教学方法：讲练结合）
【教学过程】
一、复习
1.在“集合论”中集合之间的交或并分别有哪些运算？
2.在“集合论”中集合间的交、并、余的对偶律是什么？
二、新课引入
对于一些较复杂的事件的概率，直接根据概率的定义来进行计算是很不
方便的。为了将一些较复杂的概率的计算化成较简单的概率的计算，首先要
学会将所考虑的事件作出相应的正确运算。这一节先讲事件的和的意义。然
后再讲对于怎样的事件可应用哪一种概率加法公式计算事件的概率。
三、进行新课
1.事件的和的意义
对于事件 A 和事件 B 是可以进行加法运算的。A+B 表示这样一个事件：
在同一试验下，A 或 B 中至少有一个发生就表示它发生。例如抛掷一个六面
分别标有数字 1、2、3、4、5、6的正方体玩具，如果掷出奇数点，记作事件
A；如果掷出的点数不大于 3，记作事件 B，那么事件 A+B 就是表示掷出的点
数为 1、2、3、5当中的一个。
事件“A1+A2+⋯+An”表示这样一个事件，在同一试验中，A1，A2，⋯，

An中至少有一个发生即表示它发生。

2.互斥事件的意义
不可能同时发生的个事件叫做互斥事件。如从 52 张扑克牌中抽出一
张牌。设事件 A为抽到一张红心，事件 B表示抽到一张红方块。则事件 A与
B是互斥的。
3.互斥事件的概率加法公式
如果事件 A，B互斥，那么：
P（A+B）=P（A）+（B） 公式 1
四、巩固新课
五、小结
两个事件 A和 B是互斥的可应用概率加法公式：
P（A+B）=P（A）+P（B），
这个公式也可以推广到 n个彼此互斥事件的情形：
P（A1+A2+⋯+An）=P（A1）+P（A2）+⋯+P（An）。

如果两个事件 A与 B不互斥，那么存在着概率加法公式
P（A+B）=P（A）+P（B）-P（AB）。
六、布置作业
1.判别下列每对事件是不是互斥事件，如果是，再判别它们是不是对立
事件。
从一堆产品（其中正品与次品都多于 2个）中任取 2件，其中：
（1）恰有 1件次品和恰有 2件次品；



（2）至少有 1件次品和全是次品；
（3）至少有 1件正品和至少有 1件次品；
（4）至少有 1件次品和全是正品。
2.一个均匀材料做的正方体玩具，各个面上分别标以数 1、2、3、4、5、
6。设事件A表示出现奇数点（指向上一面的点数是奇数），事件 B表示出现
点数不超过 3。
（1）试判断 A与 B是互斥事件还是对立事件？
（2）试计算下列各式的值：
P（A），P（B），P（A+B）。
（3）试比较 P（A）+P（B）与 P（A+B）两式的大小。
（4）由（3）题的结论你能得出在什么样事件的情况下公式 P（A+B）=P
（A）+P（B）成立？

（应惜亚）



概率的乘法公式讲练结合教案设计

【教学目的】使学生了解概率来法公式的应用范围和具体运算法则。
【教学重点和难点】相互独立事件的概念。
（教学方法：讲练结合）
【教学过程】
一、复习
1.一个坛里有 6个白球，3个黑球，1个红球。设摸到一个球是白球的事
件为A，摸到一个球是黑球的事件为B。问A与B是互斥事件呢还是对立事件？
2.甲坛子里有 6个白球，4个黑球，乙坛子里有 3个白球，5个黑球。设
从甲坛子里摸出一个球，得到白球叫做事件 A，把从乙坛子里摸出一个球，
得到白球叫做事件 B。问 A 与 B 是互斥事件呢？还是对立事件？还是什么事
件关系？试找出事件 A与 B的内在联系。
二、新课引入
现在我们引进一个重要的概念，即随机事件的独立性的概念。
在上述复习提问 2中提到的从甲坛子里摸出，得到白球和从乙坛子里摸
出，得到白球，这两个事件的发生，可以是同时进行的。并且事件 A（或 B）
是否发生对事件 B（或 A）发生的概率没有影响。因为事件 A·B就表示事件
A和事件 B同时发生，所以其概率为 P（AB）。现在要问 P（AB）与 P（A）及
P（B）有什么关系呢？并且要进一步问当 A、 B 是怎样的关系的事件时才能
很简单地求出 P（AB）的结果？
三、进行新课
1.事件的积的意义
对于事件 A 和事件 B 是可以进行乘法运算的。A·B 表示这样一个事件：
在同一试验下，A、B同时发生就表示它发生。例如抛掷一个六面分别标有数
字 1，2，3，4，5，6的正方体玩具，如果抛出奇数点，记作事件 A；如果掷
出的点数不大于 3，记作事件 B，那么事件 A·B就是表示掷出的点数为 1，3
当中的一个。事件“A1·A2⋯An”表示这样一个事件，在同一试验中，A1，A2，⋯，

An同时发生即表示它发生。

2.相互独立事件的意义
如果事件 B 的发生不影响事件 A 的概率，则称事件 A 对事件 B 是独
立的；否则，称为是不独立的。
如果事件 A对事件 B是独立的，则事件 B对事件 A也是独立的。
由于随机事件的独立性是一种相互对称的性质，所以可将事件的独立性
定义为：“如果两事件中任一事件的发生不影响另一事件的概率，则称它们
是独立的”；如果 n个事件 A1，A2，⋯，An中任一事件 Ai（i=1，2，⋯，n）

与其它任意一个事件 Aj（j=1，2，⋯，n）是独立的，则称它们是两两独立

的。
应该指出，两两独立的随机事件群（即其中任意两个事件是独立的），
总起来不一定是独立的。
例袋中有四个球，其中一个红球，一个白球，一个黑球，还有一个是画
着红、白、黑三种颜色的球。从袋中任取一个球，并且设：
A=取出的球上画有红色；



B=取出的球上画有白色；
C=取出的球上画有黑色。
问事件 A与 B是否独立？
事件 B与 C是否独立？
事件 C与 A是否独立？
事件 A，B与 C是否独立？
注（i）对于较复杂事件概率问题的计算，首先要搞清事件的真实含意。
如上例中的（2）两粒种子同时能发芽是指事件 A与事件 B同时发生，也即为
事件 A与 B的积：A·B。又如上例中的（3）两粒种子至少有一粒能发芽是指
事件 A与事件 B中至少有一个能发生，也即为事件 A与事件 B的和：A+B。
注（ii）为了正确使用恰当的概率计算公式求出所给事件的概率，往往
需要首先判定事件是互斥的，还是相互独立的；其次需对事件作适当的运算；
然后才能对事件的概率进行运算。
注（iii）原题也可以这样提出：“有甲、乙两批种子，发芽率分别为
0.8 和 0.7，在两批种子中各选取一粒。问：两粒种子都能发芽的概率是多
少？”在解答这问题之前你首先要对事件 A、事件 B 作如同例题中的假设，
然后写出相应的事件运算 A·B，最后才能求出其概率：P（A·B）。
四、巩固新课
现利用下列两个例题熟悉对怎样的事件用概率的加法公式或概率的乘法
公式。
五、小结
为了求出某事件的概率，先需判断这事件是由哪几个“简单事件”（如
A、B、C）组成的，可用A，B，C或 A，B，C的函数式子将所求事件表达出来，
然后在判定了“简单事件”是互斥的还是相互独立之后，恰当地选取概率的
加法或乘法公式等，可求出所求事件的概率，为了简化运算，有时还要应用
公式 P（A）=1-P（A）进行演算。
六、布置作业
1.甲、乙两个气象台同时作天象预报，如果它们预报准确的概率分别是
0.9 和 0.8，那么在一次预报中两个气象台
（1）都预报准确的概率是多少？
（2）至少有一个气象台预报准确的概率是多少？
（3）都预报不准确的概率是多少？
2.制造一种零件，甲机床的废品率是 0.04，乙机床的废品率是 0.06。从
它们制造的产品中各任抽一件
（1）其中恰有一件废品的概率是多少？
（2）其中无废品的概率是多少？
3.某售货员负责在三个柜面上售货。如果在某一小时内柜面不需要售货
员照顾的概率，第一柜面是 0.9，第二柜面是 0.8，第三柜面是 0.7。假定各
个柜面是否需要照顾相互之间没有影响，计算在这个小时内
（1）至少有一个柜面需要售货员照顾的概率。
（2）恰有一个柜面需要售货员照顾的概率。
（3）至多有 2个柜面需要售货员照顾的概率。

（应惜亚）



立体几何序言课教案设计

一、充分认识序言课的重要性，是上好立体几何序言课的前提。
立体几何序言课以课本中的“引言”为主要教学内容，让学生对立体几
何这门功课有一个粗略的整体性了解，在学习具体内容之前有一个积极的思
想准备。通过序言课的教学，学生明白了立体几何研究的内容及学习立体几
何的目的，就能为以后的学习打下一个良好的基础。
然而有的老师对序言课却不够重视，把已经十分抽象概括的“引言”进
一步抽象概括，开课后草草几句便开始了“平面”的教学。教师急急匆匆，
学生稀里糊涂，极易给后继学习带来消极影响。
由此可见，教师在充分认识序言课重要性的前提下，认真组织教学，努
力完成序言课的教学任务，对提高立体几何课的教学效益是至关重要的。
二、排除心理障碍，激发学习兴趣，是立体几何序言课的主要任务。
部分学生认为立体几何比平面几何难学，存在畏惧心理；多数学生对能
不能学好这门功课信心不足，对怎样学习这门功课心中无数。这种消极心理
状态必然会给学习造成消极影响。因此在序言课教学中，应把排除上述心理
障碍，激发学生学习立体几何的兴趣作为首先任务。
1.尽量引用实例。
“引言”中指出，“建造厂房、制造机器、修筑堤坝等，都需要进一步
研究空间图形的问题。”为了使学生真正认识到立体几何是一门应用广泛的
基础学科，我们在序言课上展示学校教学楼的建筑图纸，学生争相观看，兴
趣盎然，并能辨认出：“这就是我们的教学楼！”教者由此指出：“没有立
体几何知识，这张图纸是画不出来的。”“同学们能从图纸上看出是我们的
教学楼，这说明大家已具有一定的空间想象能力，这正是学习立体几何的基
础。有这样好的基础，何愁学不好它？”听到这些鼓励，学生常露出自信的
微笑。
2.巧用教具、模型。
要求学生自制简单几何体的模型这样在序言课上就可以让学生观看前届
学生自制的各种模型。那些自制的模型，有纸质的，有木质的，有用铅丝做
的，也有用粘土做的，看颜色，五彩缤纷，望形状，新颖别致。学生看了这
些精美的并留有制作者姓名的模型后，赞叹不已，大有“跃跃欲试”之势。
借助模型还可以帮助学生克服学习平面图形时产生的思维定势的消极影
响。
例如，在黑板上画出图 1，不少学生乍一看认为这是一个平面图形，当
教师指出这是一个空间图形的直观图时，有的学生认为小平行四边形凹在后
面，有的学生认为小平行四边形凸在前面，因而引起了激烈的争论，但很快
意见趋于统一：两种情况都可能存在。接着教师出示用硬纸板做的模型，学
生观物思图，看图想物，终于形成了强烈的立体感。然后教师在黑板上画出
图 2 和图 3，并用模型示范，学生不仅分清了两种不同的情况，更重要的是
感受到了学习立体几何新鲜有趣，就能变“要我学”为“我要学”。
3.加强知识联系。
立几知识与学生已掌握的平面几何知识有密切的联系。序言课中有目的
地加强这种联系有助于消除学生怕学、厌学的心理障碍，增强学好立体几何
的信心。



当教师把模型放上讲台时，学生认出模型中的正方体、圆柱体、圆锥
体⋯⋯教师指出：“这些几何体在小学大家就已经学过，现在学习立体几何，
就是要进一步研究这些几何体的性质。”这样学生就会感到立体几何并不陌
生。
教师还可以问学生：“两条直线相交有几个交点？两个平面相交有几条
交线？”用教具演示后学生很快就能掌握。再问：“几个点可以确定一条直
线？几个点可以确定一个平面？”学生会不加思索回答：“两个点可以确定
一条直线，两个点也可以确定一个平面。”这时教师用两个指头试图将一块
硬纸板顶住，但是无论怎样变化位置总不能成功，引得学生一阵哄笑，不少
学生也拿出作业本做试验。教师抓住这一时机告诉学生：“立体几何与平面
几何有密切的联系，它们研究的对象虽然不同，但研究的方法和研究的内容
（性质、画法、计算和应用）基本相同。”这就能使学生认识到学习立几是
学习平几的自然延续。
三、引导学生探讨如何学好立体几何是序言课教学的落脚点。
有些老师常在序言课上板着面孔提出要“认真听讲，认真做好作业，课
前要预习，课后要复习”的要求，这些自学生跨进校门之日起就听惯了的老
调，并没有多少效果。我们的做法是让学生自由讨论，各抒己见。因为通过
以上活动，学生对立体几何的兴趣被点燃以后，便自然想到：“我们怎样才
能学好立几知识呢？经过讨论以后，教师再归纳得出学好立几的主要方法：
①加强与平几知识的联系，注意用对比的方法区别异同，掌握实质；②注意
对实物、教具和模型的观察和分析，培养空间想象能力；③自己动手制作模
型，以加深对立几知识的理解和应用。为了学好第一章，我们要求学生准备
好硬纸板三块（代平面用），竹针或铅丝四根（代直线用），在学习中随时
进行模型演示，以逐步建立起空间观念。

（陆海泉）



立体几何入门教案设计

高一学生经过初中两年的平几学习，逻辑思维能力和空间想象力得到了
一定程度的发展，但一旦进入三维空间的学习，原来的知识结构和思维能力
都不能很快适应新的研究对象，这就形成了学习立几入门难的两大因素。在
生源较差的三类学校，立几入门难的问题更为突出。
一、发展空间想象力
平几学习中学生对图形直观作用的依赖性极强，立体图形虽有立体感，
但失去了真实性，这样要认识图形的性质特征，对图形的直观依赖性就大大
削弱。我们所画的空间图形实际上是具有抽象意义的平面图形，因此应要求
学生能很好地读图、识图。
为了解决这个问题，在入门阶段要注意应用实物模型，然后由实物过渡
到画图。充分应用实物模型对学生空间想象能力的培养确定能起到良好的作
用，但是要防止造成学生对实物的依赖性。题题用实物，处处要模型，对空
间想象力的提高反而无益。用实物是为了过渡到不用实物。在学生对图形有
初步认识后必须引导学生进行自觉表象活动，完成直观思维向抽象思维的过
渡。
我们以困形翻折问题为例，“已知一个直角三角形的两直角边长分别为
a、b，把三角形沿着斜边上的高折成直二面角，求两直角边夹角的余弦。”
这类翻折问题通常的教法有两种：
第一种处理方法：
教师制作一个纸板的模型，利用模型在课堂上边演示边讲解。由于直观
形象，学生很容易接受，但因为缺乏表象活动和抽象思维活动，过一段时间
再遇翻折问题，学生又会束手无策。
第二种处理方法：
在课堂上出示模型，观察翻折前后点、线段及角的相对位置、大小、形
状的变化，然后教师在黑板上画出图形进行分析，得出解题途径，再进行巩
固性练习。这种方法较第一种要好，但学生的表象活动仍是由教师包办代替
了。
从发展学生的空间想象力出发，我们主张第三种处理方法：出示模型让
学生观察，留适当时间让学生有意识的识记翻折前后两个模型的形状。然后
撤掉模型，要求学生回忆，并根据回忆画出图形，教师根据学生画的图进行
分析。黑板上的图经学生观察后即应擦去，让学生再回忆翻折前后哪些点、
线段的相对位置变了，哪些线段、角的大小变了，哪些元素未变化。在这个
基础上找出解题思路，最后进行巩固性练习。
这种教学方法明显多了一个环节：自觉表象活动。在本例中，学生在教
师引导下进行了三次自觉表象活动：拿掉模型前的有意识记，撤去模型后的
回忆，擦掉图形后的再忆。坚持这样的教学过程，学生的空间想象力将有明
显的提高。
二、分散难点，分步递进
由于空间图形的结构复杂，形成了很多学习难点，如解异面两直线问题、
翻折问题、立几极、定值问题、截面问题等。处理难点宜采用分散的办法，
随着教学进程有计划地将难点分成若干阶段递进式地学习，在不同教学阶段
对难点提出不同的要求。



例如求异面直线距离问题是个难点，不能回避，也不能操之过急，宜将
此问题分散在各个学习阶段。
1.定义阶段：学习异面直线的距离概念后，可求解一些易于知道公垂线
位置的问题。
2.线面平行阶段：将异面直线距离化归为线面距离，但还只限于能作出
线面距离的问题。
3.面面平行阶段：线线距离转化为平行平面的距离，但限于能作出面面
距离的问题。
4.线面垂直阶段：①使异面直线在同一平面内的射影为一直线和一点，
则这点到射影直线的距离就是异面直线距离。②使二异面直线在同一平面内
的射影是两条平行线，则二平行线间的距离就是异面直线距离。
5.异面直线两点距离公式阶段：从 EF2=m2+n2+d2-2mncosθ得到 d2=EF2-
m2-n2+2mncosθ，此公式由于条件太多，实用价值不大，但作为一种方法仍
应向学生介绍。
6.体积阶段：构造四面体利用体积法求异面直线距离，方法 1、2、中的
那些不能作出公垂线的问题到此也解决。
7.对于学有余力的学生，可用讲座形式补充各种不同条件下求异面直线
距离的方法。
由于每个学习阶段都接触异面直线距离问题，这样学生就容易掌握，就
避免了由于平时不重视，最后倾盆大雨式地介绍求法以致学生难以接受的状
况。
对其他难点也可作同样处理，立几难点的小步子教学方法是入门阶段的
好方法。
三、渗透思想方法
立几入门阶段，各种类型的习题相继出现，为了提高学生的解题水平，
应当注重各类问题的具体解题思想和方法。但仅仅这样还不够，在学生掌握
这些具体方法的同时，要注意提炼一般的教学思想，像化归思想、转化思想、
参数思想等，从而在高层次上提高学生的解题水平。

（张家瑞）



点到直线距离公式整体教案设计

整体观念对数学思维过程起着重要的指导作用。在中学数学教学中，怎
样才能卓有成效地培养学生的整体观点，增强整体意识，很值得探讨。所谓
整体观念，就是从整体的效益来考虑问题，在解题中，把解题过程看作一个
整体，认真分析每一个步骤对解题所起的作用，考虑这个步骤是否必不可少，
能否为其他方法所取代，力求整体地解决问题，找到最优解法，最终实现解
题目标。
点到直线距离公式是解析几何中的一个重要公式，这不仅是其有广泛的
应用，而更重要的是公式推导过程中蕴含着重要的数学思想。因而，在设计
这节课的教学方案时，要力求暴露公式推导中的思维过程，突出整体观念对
思维过程的指导作用。下面谈谈点到直线距离公式推导这节课的教学设计。
问题：已知点P（xo，yo）和直线l：Ax+By+C=0（其中 A、B不同时为零），

求点 P到直线 l的距离 d，如图（1）。
先从以下几个问题出发：什么叫做点到直线的距离？如何作出点 P到直
线 l的距离？从而作图步骤/公式推导步骤
1.过点 P作直线 l＇⊥l/1.写出 l＇的方程
2.得 l＇与 l的交点 Q/2.解出 l＇与 l交点 Q的坐标
3.线段 PQ 的长即为所求/3.用两点间距离公式求出|PQ|
即得推导方案 1：
已知→l＇的方程→点 Q的坐标|PQ|即 d
课本介绍了上面的推导方法，并作出了“思路自然，但运算繁杂”的简
短评价。这是因为在这种推导方法中，需先求出有关曲线（直线 PQ）的方程、
点（Q 点）的坐标。为能找到一种切实可行而更巧妙和更简捷的推导方案，
我们不妨先考虑特例，即当点 P在 y轴上时，求点 P到直线 l的距离，如图
（2）。
引导学生易得推导方案 2：
本方案采用的方法是，找一个直角三角形，确定一个已知角和一条斜边，
使所求距离的线段为三角形的一直角边。
特殊问题的解决，对解决一般性问题有所启示：找一条直线作为斜边，
构造一个直角三角形。要构造一个直角三角形，只要找一条斜边即可，也就
是只要求作过 P点的一条直线 l1与 l相交即可。这样，只要作一条平行于 y

轴（或 x 轴）的直线 l1，如图（3），其方程简单，便于求它与 l 的交点坐

标，而且构成直角三角形的内角容易求出，从而可求出直角边|PQ|，一般性
问题得到解决。
这样设计教学使学生弄清了作辅助线的道理。若把分析深入一步还可以
得到更简便的解法。

（管兴明）



两条直线所成的角

“感知——尝试——再认——巩固——深化”教学设计
准备：小黑板一块（写好本节课的例题、习题）
过程：



直线与抛物线的位置关系教案设计

【教学目的】培养学生从形及数两个角度研究分析问题习惯，学会依形
判数，就数论形，互相验证的数学方法，提高数形结合能力。
【重点】运用解析几何的基本方法建立数形联系。
【教学进程】
1.问题引入
（通过问题复习方程和曲线的关系）：
1）怎样判断直线l与抛物线 c的位置关系？为确定起见，给出 l：y=1/2
（x+1），c：y2=4x，怎样判断它们是否有公共点？若有公共点，怎样求公共
点？
估计学生都能回答：由方程组
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的解对应的点就是 l与 c的交点？
既然有了这样的一一对应关系，那么研究直线与抛物线的公共点，可以
通过研究对应的方程组的解来解决；同样，讨论方程组是否有解，也可通过
研究直线与抛物线是否有公共点来解决。这样就引出了解决这一类问题的两
种方法：代数方法及几何方法。
2.分析讨论例题：
3.小结：
4.提出课堂练习题（由学生解答）：
5.总结：
1）再一次强调要养成从形及数两个角度研究分析问题的习惯，学会依形
判数，就数论形，互相补充，互相验证的数学方法。
2）对比几何、代数两种方法的优劣。
在总结中要强调代数法能解决一般问题，不能让学生形成“代数法繁琐”
这样的偏见，强调以代数法为主，以几何法为辅，说到底，解析几何就是用
代数方法来研究几何问题的一门数学学科。
6.布置作业：

（王人伟）
[评：本设计指导思想明确，数学思想突出，教学效果很好，是一堂成功
的设计。

为什么在数学教学中要重视数学思想呢？
1.数学思想是相应数学概念和数学方法的本质认识和精神实质。
我们知道，数学思想产生于数学问题，但光有数学思想并不能解决问题，



还需要根据数学思想产生出有利于解决问题的相应的数学方法，所以，数学
方法是数学思想和数学问题的中介，数学思想和数学方法又常常以一定数学
概念的形式表现出来。这样看来，数学概念、数学方法都体现出相应的数学
思想。数学概念和数学方法都是外显的，而数学思想则是内隐的，是蕴含在
数学概念和数学方法里的。所以，我们说数学概念和数学方法是数学思想的
载体，我们在教学中就要善于透过数学概念和数学方法，去挖掘相应的数学
思想，并以它来统帅全局。
虽然在解析几何课本里，呈现在大家眼前的都是些概念和方法，但整本
书无不渗透数、形对应的思想、数形结合的思想和运动变化的思想。我们在
每节课里都要努力去体现这些思想，这样才能更好地把握概念和方法。我们
从这节课的整体构思与细节安排来看，王老师是有意识地去突出这些思想
的，这就为这节课的成功奠定了基础。
2.数学思想内化就成了数学观念。
所谓数学观念，通俗一点讲，就是数学头脑和数学意识，或者说是数学
的习惯，它是由数学思想内化来的。数学观念作为数学思维的高级层次，它
对数学思维活动有着一种定向、控制和调节的监控功能。
在解析几何里，我们应该树立这样的观念：解析几何给数学提供了一个
双向的工具：几何概念可以用代数表示；几何的目标可以通过代数来达到。
反过来，给代数语言以几何的解释，可以直观地掌握这些语言的意义，又可
以得到启发去提出新的结论。
王老师在介绍里提到的学生的一些情况：学生仅习惯于用解析法得出结
论；相信用简捷、直观的几何法，而对代数法不太重视等，这些都是没有树
立起解析几何的上述的观念所致。
这节课王老师比较注意针对学生情况树立上述观念的。例如，求直线与
抛物线的位置关系可以用代数方法。再如，对于练习 4：“直线 y=（a+1）x-1
与曲线 y2=ax 恰有一个公共点”通过代数法解出的 a 的三种情况，给予几何
的解释，可以直观地掌握这些语言的意义。又如，可从几何图形上得出结论
（如练习 2：“讨论直线 x=a 与抛物线 y2=2x 的交点个数”）或提出新问题
（如练习 3：“若直线 l：y-1=a（x-2）与抛物线 c：y2=2x 有两个公共点，
则 a 在什么范围取值？”中，a=0 的情况）。这些思想成了学生头脑中的东
西后，就可起着对思维进行定向、调控的作用。
3.数学思想对数学方法起调控作用。
作为数学方法来说，都是与特定的情境联系在一起的。例如求一直线与
二次曲线的交点，无非是联立方程——消元——讨论△，即所谓的△法。如
果方法不以相应的数学思想作指导，那么这种方法就会变成一种机械的操
作，一种固有的模式，而当情境稍作变化，往往会束手无策。例如抛物线对
称轴，或与对称轴平行的直线与抛物线只有一个交点是无法用△来解释的。
这一点王老师是注意到了，在设计的例题中要克服学生这种固有模式（如讲
新课的例题：“直线 l：y=a（x+1）与抛物线c：y2=4x 的公共点个数”中 a=0，
练习 3中 a=0；练习 4中 a=-1 等都是这种情况）。
相反，用数学思想指导的数学方法，往往可以超脱这个特定的情境，或
者变化模式适应情景，或者变换情景以适应模式，这就表现出一种思维的灵
活性，而在这里起调控作用的，正是数学思想。在当前的数学教学中，为什
么题练得很多，但有时效果不佳，恐怕没有重视教学思想是其中的原因之一。



这节课的教学目的里，提出要提高学生的数形结合的能力。那么在这节
课里，数形结合的含义到底是什么？我个人认为是：“数形取长补短，互相
为用”。
笛卡儿在创立解析几何时，看到了“形”与“数”各自的优缺点。“形”
具有直观性，它们的位置关系和变化趋势。容易呈现在人们的眼前，但欧氏
几何中的每一证明，总是要求某种新的，往往是奇巧的想法。而代数具有一
般性（即可以提供“通法”）；它的计算方法带有程序化的特点，并且可以
把解题工作量减少。其缺点完全受法则和公式的控制，容易阻碍思想的发展。
因此，他主张应当采取代数与几何中一切最好的东西，互相取长补短。
从这节课的具体实施来看，比较好地贯彻了这个含义下的数形结合思
想。具体表现在：
从形的方面看：
1.图形画得正确与否，例如抛物线的开口大些、小一些将会影响“依形
判数”的准确性。由于这节课所给的抛物线都是过原点的，这样，我们再取
除原点外的两个对称点，由这三点大致可控制抛物线的形状。这一点王老师
在教学中指出来了，这很好。
2.就以讲新课的例题来说，由图形来判断它们的位置关系，这里 a是直
线 l的斜率，又是个参数，而 l又过（-1，0）点。这样，a变化意味着 l绕
（-1，0）点旋转，在旋转过程中看 l与 c的位置关系。这样讲是很好的，因
为图形比较直观，在运动变化过程中容易把握，发挥了图形的特点。由于切
线是一种极限状态，所以它可以起到界限的作用，若 l按逆时针方向旋转，
旋转过程中 l 没经过切线与经过切线，l 与 c 的交点情况就不同。但是，相
切的情况很难从图形中观察出来，这就要借助于代数了，这一点王老师在讲
课中指出来了。
如果这道题最后把代数的情况与几何的情况对照一下就更好了。
我们由代数知：-1＜a＜1，l 与 c 有两个交点；a=±1 时，l与 c 相切；
a＜-1 或 a＞1 时，l与 c无交点；a=0 时，l为抛物线的对称轴，与抛物线只
有一个交点，用上图表示。再用几何方法，使 l绕（-1，0）按逆时针方向旋
转，两者互相印证就更精彩了。
3.再以练习 4 来说，由于在直线与抛物线方程中都有参数 a，若按几何
讨论，情况就比较复杂了，因对于 a来说，要分情况讨论，然后分别画图观
察，最后总结，相当繁琐。这样还不如借助于一般的代数，似乎问题更容易
进展一些。王老师正是用这道题作为就数论形的典型。
由上看来，形方面的不足，由数的优点来弥补。
再从数方面来看：
1.有的题直接从图形就可观察出结果，如练习 2。由于 x=a 是平行于 y
轴的一条直线，a 变动，直线就平行于 y 轴移动，而抛物线是固定的（过原
点开口向右），这样直线与抛的线物交点情况就会一目了然了。
又如练习 3，用△法相当繁琐（解题过程中要用两次三项和的平方公
式），但从图形上可以看出一些眉目。由于 l过（2，1）点，而此点是在抛
物线内部，于是过（2，1）点所有直线中，除去与抛物线对称轴平行的直线
以外，都与抛物线相交于两点。由观察知，当 a=0 时，直线 l是过（2，1）
且与抛物线对称轴平行的直线，它与抛物线有一个交点。除此之外，a 的其
它情况都有两个交点，于是可以得到题目所要求的答案：a∈（-∞，0）∪（0，



+∞）。
2.△法确实是判断直线与抛物线交点情况的一般通法，但有些情况它不
能包括。 如练习 3，仅从△法考虑，求出 a为任意实数，并不能剔除 a=0 的
情况。再如讲新课的那道题，只用△法是求不出 a=0 的情况，但这些情况都
在几何图形中显现出来了。所以，几何有时可以弥补代数方法的不足，或者
说可以提醒你某些特殊的情况。
3.有时用代数方法可以求出其解，但不知其几何意义是什么。为加深理
解和检验，用代数方法解出后，再从几何的角度看一看是有好处的。如练习
4，求出 a=0，-1，后，虽然取这些值时，直线与抛物线恰有一个交点，但它
们的位置情况是不同的。
当 a=0 时，抛物线 y2=ax 退化为 y=0，即 x轴，而此时直线为 y=x-1，它
们恰有一个交点，相交于（1，0）。
当 a=-1 时，抛物线为 y2=-x，直线为y=-1，这条直线与抛物线的对称轴
平行，这时它们恰有一个交点，交点为（-1，-1）。

当 时，抛物线为 ，直线为 ，这时，a = -
4

5
y = -

4

5
X y =

1

5
X -12

它们相切于（-5，-2）。
由此可见，尽管直线与抛物线恰有一个交点，但情况却是如此之不同。
这不用几何来印证，恐怕学生是很难想到这些的。
由上看来，数的方面的不足可以由形的优点来弥补。
数形结合的具体含意是：“取长补短，互相为用。”王老师正是按这种
情况安排课的，例题就选择得很有针对性，从课堂情况看，总的说教学设想
贯彻得很好，教学目的是达到的，所以这堂课应该说是一堂成功的课。大家
可以设想一下，如果忽视这些数学思想，干巴巴地给学生讲几道例题，学生
固然也可以学会△法，但学生的得益肯定不会比这堂课多，这就是为什么我
们要强调在数学教学中重视数学思想的道理。]

（曹才翰）



平面的基本性质教案设计

【教学目的】使学生正确理解和掌握平面的基本性质。
【教学重点】
掌握平面的基本性质。
【难点】证明空间点和直线的共面。
【教学过程】
一、新课引入
在开始学习平面几何时，着重研究了点、直线的基本性质，然后以此为
基础，进行进一步的推理。在立体几何中，点、直线、平面是空间图形的基
本元素，除了原有的点和直线的基本性质外，还要规定平面的基本性质，把
它们当作公理，作为进一步推理的基础。
二、新课
1.在什么样的条件下，一条直线上所有的点都在一个平面内。
公理 1
如果一条直线上的两点在一个平面内，那么这条直线上所有的点都在这
个平面内（图 1—1）。
这时我们说直线在平面内，或者说平面经过直线。
例如，把一根直尺边缘上的任意两点放在平的桌面上，可以看到直尺边
缘就落在桌面上，这就是应用公理 1判定直线是否在平面内。
又如，木工用直尺边检查所刨的木板平不平及泥水工人用木条的直边刮
平地面，这就是应用公理 1检查一个面平不平。
关于公理 1可以使用集合的符号把它简明准确地表达出来。只把点作基
本元素，于是直线、平面都可看作“点的集合”。规定用大写拉丁字母 A，B，
P 等表示点；用小写拉丁字母 a，b，l 等表示直线；用小写希腊字母αβγ
等表示平面。如点 A在直线 a上，记作 A∈a；点 A在直线 a外，记
作 ；点 在平面α内，记作 ∈α；点 在平面α外，记作

α；直线 在平面α内，即 是α的子集，记作 α；直线

不在平面α内，记作 α。

A a A A A

A a a a a

a

∉

∉ ⊂

⊄
公理 1的集合形式表示为：若 A∈a，B∈a，A∈α，B∈α，则 aα。
公理 1的图形表示如图 1—1所示、图 1—2、图 1—3是学生初学时常会
画错的图形，应提醒学生注意其错误的原因。
2.两个平面在什么样条件下存在公共直线。
用一块木板（设它代表一个平面），使它与桌面（也代表一个平面）有
一个公共点，请学生回答“这两个平面是否还有其他公共点？公共点有多
少？”提醒学生注意平面有无限延展的特性。回答后，请学生观察教室内相
邻的墙面，在墙角处交于一个点，它们就交于过这个点的一条直线。由此归
纳出公理 2内容。
公理 2  如果两个平面有一个公共点，那么它们有且只有一条通过这个
点的公共直线（图 1—4）。
公理 2中“有且只有一条”的含义是：“有”说明直线是存在的，“只
有”说明直线是唯一的。
如果两个平面α和β有一条公共直线 a，就是说平面α和β相交，交线



是 a，则可记作α∩β=a。因此公理 2可表示成如下形式：
若 A∈α，A∈β，则α∩β=a，且 A∈a。
由公理 2可见，两个平面如果有一个公共点，那么就有无穷多个公共点，
所有公共点在公共直线上，即它们的交线上；交线上的每一个点都是两平面
的公共点。
3.两点确定一直线，几个点确定一个平面？
一扇门用两个交链和一把锁就可以固定了；测量上用的平板仪用三脚架
就可固定了。从实例可归纳出公理 3的内容。
公理 3  经过不在同一条直线上的三点，有且只有一个平面（图 1—5）。
过 A，B，C三点的平面又可记作“平面 ABC”。
下面我们来讨论一个问题：过空间一点、两点、三点、四点、可以有多
少个平面？（请学生回答）
过一点、两点、在同一直线上的三点或四点都可以有无数个平面；过不
在一直线上的三点有且只有一个平面；一般情况下，过四点不一定有平面，
如图 1—6所示的教具，不存在一个平面过 A，B，C，D四点。
根据上述公理，可以得出下面的推论：
推论 1 经过一条直线和这条直线外的一点，有且只有一个平面（图 1—
7）。
要证空间的点、直线共面，由证法一可知，可以先由某些元素确定一个
平面，然后证明其它元素也在此平面内。这种方法称为纳入平面法。由证法
二可知，可以先由某些元素确定一个平面，为证其它元素也在此平面内，再
作一个通过其它元素的辅助平面，推证辅助平面与前一平面重合，从而证得
所有元素共面。这种方法称为辅助平面法。
三、小结
本节课我们主要讲了平面的基本性质，并应用它们证明空间点和直线共
面。
（1）平面的基本性质和作用：
名称 作用
公理 1 判定直线在平面内的依据
公理 2 两个平面相交的依据
公理 3及三个推论 确定一个平面的依据

（2）证明空间点和线共面的方法有：纳入平面法和辅助平面法。
让学生讨论下面几题：
1.为什么有的自行车后轮旁只安装一只撑脚。
2.三角形、梯形是否一定是平面图形？为什么？
3.四条线段顺次首尾连接，所得的图形一定是平面图形吗？为什么？
四、作业
1.一条直线与两条平行直线都相交。证明：这三条直线在同一个平面内。
2.过直线 a 上的三点 A，B，C，引三条相互平行的直线 AA1，BB1，CC1。

求证：直线 AA1，BB1，CC1在同一平面内。

3.过已知直线外一点与这条直线上的三点分别画三条直线。证明：这三
条直线在同一个平面内。



（章淳立）



平行直线教案设计

【教学目的】
1.使学生掌握空间两条直线平行的判定及其应用。
2.使学生掌握平行线的性质及应用。
【教学重点和难点】教学重点是空间二直线平行的判定和性质。
难点是二直线平行的判定和性质的应用。
【教学过程】
一、新课引入
通过上一节课的学习，我们已经知道：在图 1—26 所示的正方体 A1B1C1D1
ABCD 中，AB∥C1D1， A1C 和 BD1相交。

但对这些结论的正确性没有给出证明。这节课就来解决这个问题。
二、新课
请学生阅读课本上的平行线公理“平行于同一直线的两条直线互相平
行。”的有关叙述，并思考思考题（Ⅰ）：
1.给出图 1—26 中 AB∥C1D1和 A1C 和 BD1相交的证明。

2.把一张长方形的纸对折两次，打开后如图 1—27 所示，那么折痕间是
怎样的位置关系？为什么？
3.已知：四边形 ABCD 是空间四边形（四个顶点不共面的四边形，E、H
分别是边 AB、AD 的中点，F、G分别是边 CB、CD 上的点，且。求证：四边形
EFGH 是梯形。
阅读思考后，请一位学生板演
第 3题。其他学生在读议小组内议论思考题（Ⅰ）并对板演作评论。议
论后全班进行交流。在这基础上教师作补充讲评：
1.平行线公理描述了平行线之间的传递性，即若 a∥b，b∥c，则有 a∥c。
这种传递性不受线段数目的限制，可以进行多次传递。
2.判断两条直线平行的基本方法是寻找分别与这两条直线平行的第三条
直线，再利用平行线的传递性就能证得这两直线平行。例如：
又如思考题（Ⅰ）的第 2题，由于每个矩形对边是平行的，所以由平行
线的传递性可得知各折痕是平行。
3.画空间四边形时，一般可先画一个三角形 BCD，再在△BCD 外取一点 A，
然后连接 AB、AD 即得，如图 1—28 所示。事实上，空间四边形也可看成是由
不在同一平面的两个三角形拼成的。
思考题（Ⅰ）的第3题的图可画成图 1—28，在△ABD 中由中位线定理得
EH∥BD；又在△CBD 中，由平行线截比例线段定理的逆定理得 FG∥BD。再由
平行线的传递性得 EH∥FG，所以 EFGH 是梯形。
下面再来讨论平行线的性质。让学生阅读课本上等角定理（即如果一个
角的两边和另一角的两边分边平行并且方向相同，那么这两个角相等）的论
证和推论。
阅读要求是：
（1）理解定理条件、结论，学会定理证明方法。
（2）会应用该定理。为此，阅读时思考思考题（Ⅱ）：
1.已知：AA＇、BB＇、CC＇不共面，且 BB＇AA＇，CC＇AA＇（如图 1—



29 所示），求证△ABC≌△A＇B＇C＇
2.在长方体 A1B1C1D1ABCD 中
（图 1—30），求证∠D1AC=∠BC1A1。
阅读思考后请两位学生上黑板板演，其他学生在读议小组中议论思考题
并对板演的论证过程和书写进行评论。教师可根据学生的议论和板演进行纠
正和补充讲解：
1.等角定理条件中所提及的方向是指以角顶为出发点而言的。
如图 1—31 中，AC 和 A＇C＇是方向相同的，它们的方向都是以角顶为出
发点向右方。
而 A＇C＇和 AD 就是反方向了，因为 A＇C＇是由角顶出发向右，而 AD
是由角顶出发向左。
把等角定理中的条件改成：“角的两边分别平行并且方向相反”，那么
定理结论仍成立。
应用它能证明思考题（Ⅱ）的第 2题：
因为 AB∥A1B1∥=C1D1，所以，ABC1D1 是平行四边形，故 AD1∥BC1。

同理可证得 AC∥A1C1。

由等角定理得∠D1AC=∠BC1A1。

如果把等角定理中的条件改为：“角的两边分别平行并且一组边方向相
同而另一组边方向相反”，则结论将为：“两角相补”。这是由等角定理直
接可推得的（见图 1—31）。
由于上述分析和角的两边可反向延长的特点可得到等角定理的推论：如
果两条相交直线和另两条相交直线分别平行，那么这两组直线所成的锐角（或
直角）相等。
2.等角定理的证明是利用了全等三角形的性质。
在证明两三角形全等的过程中，我们把对应边放在一个平面内，然后利
用平面几何知识来证得对应边相等的。这种证题思想（即把空间图形的问题
转化为平面图形来处理）常被用来证明立体几何中线段相等问题，思考题
（Ⅱ）的第 1题就是用这种想法来证的。
由条件和平行线传递性知：CC＇<<BB＇，因而ABB＇A＇、ACC＇A＇、CBB＇
C＇都是平行四边形，所以 AB=A＇B＇，BC=B＇C＇，AC=A＇C＇，故△ABC≌
△A＇B＇C＇。
三、小结
本节课主要学习了平行线的传递性，也就是平行线的判定定理，由于它
的证明比较复杂，这里我们就把它作为公理不给出证明，事实上它是一个定
理，也是以后我们证明空间两直线平行的主要依据。由平行线的传递性还推
出了平行线的一个性质定理——等角定理，这个定理除了本身有一些应用
外，更重要的是为研究异面直线交角打基础的。因此，这节课学的是基础知
识，一定要掌握好。
四、作业

（章淳立）



两条异面直线所成的角教案设计

【教学目的】
1.使学生掌握异面直线所成角的定义和求法。
2.使学生理解异面直线距离的定义，能根据定义来求两条异面直线间的
距离。
【教学重点和难点】教学重点是异面直线所成角的定义和求法，异面
直线的距离的定义。难点是异面直线所成角的定义和求法，异面直线的距离
的定义和求法。
【教学过程】
一、新课引入
教师讲解：
在平面几何中我们知道，对于两条相交直线，可以用它们交角大小来确
定其相互的位置关系；对于两条平行线，可以用它们之间的距离来确定它们
之间位置关系。对于不在同一个平面内的两条异面直线，它们既不相交又不
平行，那么如何来确定它们之间的位置关系呢？这是今天要学习的内容。
二、新课
让学生观察一个模型：在一张糊上白纸的马粪纸上，画一条直线 a，并
插上三根竹针 b、c、d，如图 1—32 所示。然后思考：直线 a 与三根竹针是
怎样的位置关系？而每根竹针与 a的位置关系是一样吗？
让一个学生回答，其他学生可补充。
使学生明确。a与 b、c、d都是异面直线，但 a与 b、c、d 的位置关系
都不一样，其差别在两方面，一是倾斜程度不一样，如 a、b间和 a、c间倾
斜程度是不一样的。二是远近程度不一样，如 a、d问和 a、b间的远近就不
一样。
如何寻找出一个合适的几何量来刻划两条异面直线之间的倾斜程度和远
近程度呢？让学生阅读课本“两条异面直线所成的角”一节课文。阅读要求：
1.正确理解异面直线所成的角的定义和求法。
2.理解异面直线间距离的定义和一些特殊图形中的异面直线距离的求
法。
阅读时可思考下列各题：
1.如何过直线 a外一点 O作直线 a的平行线。
2.如果直线 a与两平行直线 b、c都不相交，而 a与 b所成的角等于θ，
求 a与 c所成角的大小，并说出理由。
3.在边长为 a 的正方休 A1B1C1D1—ABCD（见图 1—33）中，（1）求 AA1

与 B1C1、AA1与 B1C1 所成的角。（2）AB、A1B1分别是异面直线 AA1和 BC 的什

么线。
4.在图 1—33 的正方体中，求（1）A1C1 和 BD、A1C1和 AD1所成的角。

（2）AB 和 DD1间的距离。

阅读思考后请二位学生上黑板板演思考题中的 2、4两题。其他学生在读
议小组中议论思考题并由第 4题总结异面直线所成角和异面直线间距离的求
法。
教师可根据学生议论和板演情况作补充讲解：



1.在理解异面直线所成角的定义时，要注意三点：
（1）过直线 a外一点 O，可这样来作 a的平行线：先作出由 O和α决定
的平面在α，然后在平面α内用平面几何中学过的方法就可过 O作出 a的平
行线。这个作法为定义异面直线所成角作好了准备。
（2）异面直线 a、b所成角的定义是：过空间任一点 O，分别引直线 a＇
∥a，b＇∥b，则 a＇和 b＇所成的锐角（或直角）作为异面直线 a、b所成的
角。对这个定义不但要理解它的具体内容，还要懂得这种定义的合理性。由
平行线等角定理知道，不论 O点在哪里，a＇和 b＇所成锐角（或直角）总相
等的。a＇和 b＇所成锐角（或直角）的大小，完全取决于两条异面直线 a和
b的相互位置，所以用 a＇和 b＇所成角的大小作为异面直线 a、b 所成角是
合理的。又 a＇和 b＇所成的角有四个（两组对顶角），其中有二个锐角（或
直角），另二个是钝角（或直角），到底取哪一个角作为两条异面直线 a、b
所成的角呢？我们规定把 a＇、b＇交成的锐角（或直角）作为异面直线 a、b
所成的角。
由异面直线所成角的定义，容易求出思考题 2的解。
如图 1—34 所示，在直线 b上任取一点 A，过 A作 EA∥a，由异面直线所
成角定义得∠EAF=θ。又在直线 c上任取一点 B，作 BD∥a，则由平行线传递
性得 AE∥BD，又由平行线等角定理得∠DBG=∠EAF=θ。由异面直线所成角定
义知∠DBG=θ即为 a与 c所成角。
（3）因为两条异面直线不相交，所以两条异面直线没有交角，刻划它们
倾斜程度的是“两条异面直线所成的角”，而不能叫“两条异面直线的交角”。
2.在思考题 4 中，根据异面直线所成角的定义，连接 B1D1和 BC1，B1D1
与 A1C1交于 O，由 D1D«B1B，得 D1DBB1 是平行四边形，推出 D1B1∥DB。
同法可证得 BC1∥AD1。所以 A1C1 与 BD 所成角为∠A1OD1=90°。A1C1 与

AD1 所成的角为∠A1C1B。因为△A1C1B1的三边为各面正方形的对角线，所以

都相等，于是得∠A1C1B=60°。

从上面计算中可归纳出来两条异面直线所成角的一般方法：第一步是根
据异面直线所成角的定义，作出两条异面直线所成角：在两条异面直线的一
条上选取具有某些特殊性质的点（如这题中的 O、C＇点就是），再过这点作
出另一条异面直线的平行线，所成锐角便是所求的角（如这题中∠A1OD1，∠

A1C1B）。第二步是使作出的两条异面直线所成角成为一个三角形的一个内角

（本题中的△A1C1B 就是）。第三步解这个三角形。

3.在思考题 3中，因为 A1D1∥B1C1，AD∥BC，所以∠D1A1A=90°，∠DAB=90

°就是 A1A 和 B1C1、A1A 和 BC 所成的角。

如果两条异面直线所成角是 90°，那么我们就说这两条异面直线互相垂
直。由此可知，在立体几何中两条直线互相垂直不一定是相交的。
从图 1—33 中可知 A1B1⊥A1A，A1B1⊥BC，又 AB⊥A1A，AB⊥BC。这里 AB

和 A1B1分别与两异面直线 A1A 和 BC 垂直，但 AB 与两异面直线 A1A 和 BC 都相

交，而 A1B1与两异面直线不全相交。我们把象 AB 这样与两条异面直线都垂

直而且都相交的直线叫这两条异面直线的公垂线，而象 A1B1这样的直线不能

作为两条异而直线 A1A 和 BC 的公垂线。但象 A1B1这样与两条异面直线都垂直

的直线在作异面直线公垂线时常常是十分有用的，作两条异面直线公垂线



时，常常可先作出分别与两异面直线垂直的直线，然后再平移与两条异面直
线相交来得到两条异面直线的公垂线。两条异面直线公垂线在这两条异面直
线间的线段长，叫这两条异面直线间的距离，它刻划了两条异面直线间的远
近程度。从图1—33 中可看出，异面直线 A1A 和 BC 的公垂线只有一条，即 AB

所在的直线，A1A 和 BC 间的距离只有一个数值，即 AB 的长=a。所以，两异

面直线的公垂线是唯一的，它们间的距离只有一个数值，这也是两条异面直
线间的距离能刻划两条异面直线远近程度的原因所在。
从异面直线间距离的定义中可知，要求两条异面直线间的距离，只需找
出这两条异面直线的公垂线，思考题 4中，AD 是 AB 和 DD1的公垂线，AB 长

=a 即为 AB 和 DD1 间的距离。随着线面关系和面面关系的学习，以后还可以
有多种方法来求异面直线间的距离。
三、小结
这节课主要介绍了刻划两条异面直线倾斜程度和远近程度的两个几何
量：异面直线所成的角和异面直线间的距离。对于这两个几何量要正确理解
它们的意义和掌握它们的求法，这样就能确定两条异面直线间的位置关系，
而确定两条异面直线间的位置关系，不论在立体图形研究和计算中还是在实
际问题的研究中都会遇到。
四、作业

（章淳立）



三垂线定理的两中教案设计

A（一）
【教学目的】掌握三垂线定理并能运用。
【教学重点和难点】重点：弄清楚三条垂线的相互位置关系。难点：
在非水平放置的平面上运用三垂线定理。
【教学过程】
一、新课引入
上节课我们讲了斜线在平面内的射影，今天我们复习一下。从平面外一
点向这个平面引垂线段和斜线段，斜线段的射影是什么？（提问学生）就是
垂线足和斜线足连结的线段。斜线在平面上的射影呢？（提问学生）过斜线
上一点向平面引垂线，过垂足和斜足的直线叫做斜线在这个平面上的射影。
现在，我们来研究一个问题，正方体 ABCD—A1B1C1D1的对角线 BD1和底

面对角线 AC 的关系。（老师可出示用铁丝做成的正方体教具，其中体的对角
线和底面对角线，可用两种不同颜色的塑料丝表示。直观图 1—56 课前画在
黑板上）对照图 1—56 提出：
（1）BD1在底面 ABCD 内的射影是什么？

（2）BD1与底面 ABCD 中 AC 处于何种位置关系？

（3）BD1与 AC 所成的角是多少？

（以上三个问题请学生回答）
求异面直线所成的角，一般通过平移，转化成共面直线所成的角，然后
运用平面几何知识求得。如我们取 DD1中点 M连 OM，则 OM∥BD1。连 AM、CM，

则 AM=CM，又 O为 AC 的中点，所以 OM 为等腰△MAC 底边上的中线，从而 OM
⊥AC。于是 BD1与 AC 所成的角是 90°，即 BD1⊥AC。

第三个问题的解答过程，给我们提供了证明两条不共面直线互相垂直的
方法；可以利用异面直线所成的角的定义，通过平移两异面直线中的一条或
两条，转化为讨论两共面直线的垂直问题，这也是解决立几问题的一种重要
方法。此外，我们还可建立直接获得空间两条直线互相垂直的定理——三垂
线定理及其逆定理。下面我们学习三垂线定理。
二、新课
三垂线定理（板书）
在平面内的一条直线，如果和这个平面的一条斜线的射影垂直，那么它
也和这条斜线垂直。
已知：PA、PO 分别是平面α的垂线、斜线，AO 是 PO 在平面α上的射影。
a⊂α，a⊥AO（图 1—57）。
求证：a⊥P。
分析：∵a和 PO 是异面直线。
∴要证 a⊥PO，只要证 a⊥平面 PAO 即可。
证明：请学生自己证并与课本上的证法对照。
说明：（1）三垂线定理的图形应有以下四种情况：如图 1—58（1）所
示，直线 a可以通过 O点；如图 1—58（2）所示直线 a 可以与 OA 相交；如
图 1—58（3），图 1—58（4）所示直线可以与 OA 的延长线与 AO 的延长线相
交。



（2）三垂线定理实质上是平面的一条斜线和平面内的一条直线垂直的判
定定理。这两条直线可以是相交直线。
也可以是异面直线。
（3）三垂线定理应有三条垂线，如图 1—57 中，直线 PA 是平面α的垂
线，直线 AO 是直线 a的垂线，直线 PO 也是直线α的垂线，因此这种三垂线
定理的叙述是名符其实的，它反映了三条垂线之间的关系。
三、小结
（1）三垂线定理是平面的一条斜线和平面内一条直线垂直的判定定理，
可简记为：若垂直射影，则垂直斜线。它把空间的两条直线的垂直问题转化
为平面内两条直线的垂直问题。
（2）运用三垂线定理的关键是找射影，要找射影应先找线面垂直关系，
有了线面垂直才有斜线的射影，再证垂直射影，得出垂直斜线。
让学生课内作下列练习题：
1.如图 1—60，已知：点 O是△ABC 的垂心，OP⊥平面 ABC。求证：PA⊥
BC。
2.如图 1—61，已知：ABCD 是正方形，PA⊥AB，PA⊥AD。求证：BC⊥平
面 PAB，CD⊥平面 PAD。
四、作业
1.如图有一方木料，上底面上有一点 E，要经过点 E 在上底面一条直线
和 CE 的连线垂直，应怎样画？
2.过△ABC 的垂心 H，引平面 ABC 的垂线 HP，使∠APB=90°。求证：
PA⊥PC，PC⊥PB。
3.经过一个角的顶点引这个角所在平面的斜线，如果斜线和这个角的两
边成相等的角，求证：斜线在平面内的射影是这个角的平分线（或平分线的
反向延长线）。
4.平面α内有正△ABC，点 O是平面α外和 A，B，C有等距离的点；P，Q，
R，S分别是线段 OB、AB、AC、OC 各边的中点。求让：四边形 PQRS 是矩形。
A（二）
【教学目的】掌握三垂线定理的逆定理，并能运用三垂线定理及逆定理
证题、解题。
【教学重点和难点】重点：运用三垂线定理及逆定理证题、解题。难
点：求点到直线的距离。
【教学过程】
一、新课引入
我们上节课讲了三垂线定理。什么叫三垂线定理？它的道命题是什么？
让学生思考后回答。
二、新课
三垂线定理的逆定理：在平面内的一条直线，如果和这个平面的一条
斜线垂直，那么它也和这条斜线的射影垂直。
已知：PA、PO 分别是平面α的垂线、斜线，AO 是 PO 在平面α上的射影。
a⊂α，a⊥PO（图 1—62）。
求证：a⊥AO。
由老师写出已知、求证，证明请学生上黑板板演。最后老师讲评。
要注意三垂线定理及其逆定理的区别，三垂线定理是先有 a垂直于射影



AO 的条件，然后得出 a垂直子斜线 PO 的结论；而其逆定理则是已知 a 垂直
于斜线 PO，再推出a垂于射影 AO，在运用时应注意不要混淆。简单地讲前者
是“垂直射影垂直斜线”。后者是“垂直斜线垂直射影”。
现在，我们利用三垂线定理及其逆定理来证明有关两条直线垂直的问
题。
例 1  已知：PA⊥PB，PB⊥PC，PA⊥PC，PO⊥平面 ABC，垂足为 O（图 1
—63）。
求证：AO⊥BC，BO⊥AC，CO⊥AB。
分析：因为 PA 是平面 ABC 的斜线，AO 是 PA 在平面 ABC 内的射影，BC
是平面 ABC 内的一条直线。
所以要证 AO⊥BC，由三垂线定理的逆定理可知，只要证 PA⊥BC。
而让 PA⊥BC，不仿去证 PA⊥平面 PBC，由直线和平面垂直的判定定理可
知，只要证 PA⊥PB，PA⊥PC 即可。
PA⊥PB，PA⊥PC 是已知条件。
下面用综合法写出证明。
下面我们研究利用三垂线定理及其逆定理求点到直线的距离。
什么是点到直线的距离呢？
过这一点向直线引垂线跟直线相交，点到垂足之间的距离，就是这点到
直线的距离。
例 2  道旁有一条河，彼岸有电塔 AB，高 15m。只有测角器和皮尺作测
量工具，能否求出电塔顶与道路的距离？
分析：如图 1—64，要求点 A到 CD 的距离，就是在空间的一个平面 ACD
内，作一条垂线 AC 垂直于 CD，垂足为C，这是比较困难的问题。为了解决这
个问题，我们如能找出垂足 C在 CD 上的位置，问题就迎刃而解了。
如果我们在道边取一点 C，使 BC 与道边所成的水平角等于 90°。由三垂
线定理可知 AC⊥CD，AC 就是电塔顶与道路的距离。再使水平角 CDB 等子 45
°。测得 C、D的距离，然后解直角三角形 ABC 即可求得 AC 的长。
解：如图1—64，在道边取一点C，使 BC 与道边所成的水平角等于 90°。
再在道边取一点 D，使水平角 CDB 等于 45°。测得 C、D的距离等于 20m。
∵BC 是 AC 的射影，且 CD⊥BC，
∴CD⊥AC。
因此斜线 AC 的长度就是电塔顶与道路的距离。
∵∠CDB=45°，CD⊥BC，CD=20m，
∴BC=20m。
∵AB=15m，由直角三角形 ABC：

AC = AB = 15 + 20 = 25(m)2 2 2+ BC2 （m）。

答：电塔顶与道路的距离是 25 米。
三、小结
由以上两个例题得到：
（1）三垂线定理及其逆定理都是二直线相互垂直的判定定理。三垂线定
理是由共面二直线的垂直推得空间二直线的垂直。其逆定理是由空间二直线
的垂直推得共面二直线的垂直。
（2）求平面外一点 P到平面内一条直线 l的距离，步骤分两步：第一步
找出 P点到直线 l的垂足 Q的位置，把求点到直线的距离转化为 P、Q两点之



间的距离；第二步通过解以 PQ 为一边的某个三角形求出点到直线的距离。
四、作业
1.P 为△ABC 所在平面外一点，PA⊥BC，PB⊥AC。求证：PC⊥AB。
2.平面α内有一个正六边形，它的中心是 O，边长是 2cm，OH⊥α，
OH=4cm。求点 H到这个正六边形顶点和边的距离。
3.直角三角形 ABC 所在平面α内，∠ACB=90°，AC=18cm，BC=32cm，D
是 AB 的中点，DE⊥平面 ABC，DE=12cm。求点 E到直角边 AC 和 BC 的距离。
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